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� ��������� � 	
������� ����� ���������� ���	����,  ������� 
����������� �� ��� ����� �������, 
������	���� � � � � � � � � �  � � -
� �, 
����� ���	�����, 
��	������ ������ �� ������ 
�� ���������� 
�
���������� � � � � � � � � �, ������ �� ������� ��	��� ������. ����� 
���	���� ��������� � � �  � � � � � � � �. 

!������ ��������� 
������ ��� ������� ���	����: ������ 
 ��� �� ����� �����, �	�����, �
������� ����������, ������ �
������, 

������������ ����� (
�� ������� ���������� ���������), ��������� 
����. 

!������"�� 
������� ��� ������� ���	���� ������� ���� � �	-
���� �	���� (��� � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � �),  ������� ���-
��" ����� ������� ��� �����  �������� ��
����� � 
������"�� ��	-
��� �������. 

#��������� ��� ���� �	� 	�������� �  
 � � � �  � 
 � � � � -
� � � �  � � � � � � � � � �, �������������� ������� �������� ������� ���� 
� ���	
�� ����. $�������� ���� � ����, 
���������� ��"����, � 
��������� ��������. �	��	
��� ������ � ��� ���������� ���� ������ 
�� �������� �������� ������� ��� �������. %	��� ������������ 
� � � � � � � �  ����,  ������� �������� ��������� ������ �������; 
��������� 
����� ������ 
���	���	�� ������� �� 1 �� m, � ��������� 
������ ������ � ������� �� 1 �� n. 

&��� 
���� ����� ����� ��� i-� ���������, � ����� ����� � 
��� j-� ���������, �� ���	������� ������ ���������� ����� �	��� 

 � � � � �  ija  ������ ������ 
����	 (��� �� ����������� �������� �	���, 
� ����� ������ 
 � � � � � � � � �  ���	������ ����� �������� ���� ����-
����� i � j). ����� �������, �������� ���� � �	���� �	���� ���������� 
�
���������� �������� 
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A , (10.1.1) 

������� ��������� ��	
���� ��	���
� (��� ��	���
� �������
�). '���-
�� ���� ������� ��������	�� ���������� 
����� ������, � ������� � ����-
������ ������ ������. (������� ���� � �	���� �	���� ��������� ��	-
�������, ��� ��� ������� �
���������� ����� 
��������� ���������. 

)��� 
��������� 
�������. ���	�� ���� �������  ���, ��� ������ 
� � � �  � � � � � � �  ������� ��� ����: 
���� ����� ������� ������-
��� ����� ������ ������� A (
� ����	 ����	 ��� ��	�����), � ����� 
� ��������� ����� ������� ���� ������� (����� 
� ����	 ����	 ��� 
��	�����). !���� ����� 
��������� «���
����». !	���, ��
�����, 
���� 
����� ����� ����� i, � ����� � j. ����� ����� ����� 
����� 
����	 
�	��	 aij. *� ���� 
����� ���� ������������. &��� aij > 0, �� ��� ��������, 
��� 
�� ����� 
���� ������� i-� ���������, � ����� j-� �������� 

���� �����; ���� �� aij < 0, �� ��� ������, ��� 
�� ������ ����� ������-
���  �����"� ���������� ����� �����. + � � �  ������� ������ � �-
������ ��� ����� �ó ��"	� �	��	  ���	������ ����"��� ����� 
�����.  

'���� ������� «��� ���� � 
�����
�������� ����������» � «���� 
� �	���� �	����» �������  ���, ��� �����" ������� �� ������ 
�����-

������ �����"	 
��������, ���, �����, ��� �	��� �����"�� ������ 
���� �	��. 

'�������� ��������� ���	��, ���� ���� ������ ��������� �� 
��-
��� � 
�����. $ 
����� ������, �������, ���� m ������ ���������, � 	 
������ � n. 

!�� ������� ��� 
������� ��������� �������, �. �. ���	����. 
#��������� �
�����	� ��� �����	� ���	���� � ����� ������ 
��-

��� ������. &��� �� (�. �. 
���� �����) ������� ��� i-� ��������� (i-� 
�����	 ������� A), �� ����� �����, �	�	�� ���	����, ������ ���	� 
��������� j, ������� ����
���� ��	 �������"�� �����" (� ���, ������-
������, �������"��), �. �. �� ������ ����� ������� j ������� A,  ����-
��� 
����� ija  (������ ������ 
����	) ���������. !�������� �� ��"� 

��������� i = 1, 2, �, m � ������ �	 �� ���, 
�� ������� ����� �����, 
�����	� ����������� ���	���, ��
����� ��� �������"	� �	��	. ��������  

 
1,2, ,1,2, ,

max min
�� ==

α = ijj ni m
a  

��������� ����
� �
��� ����, � ��������	���� �� ��������� 
����� 
������ � �����������. ,���������� ����	������ (�� 	�� � ����� ������ 
������ ������) �
�������� �
����� �
�� ����  
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1,2, , 1,2, ,
min max
� �= =

β = ijj n i m
a  

� ��������	��	� �� ����������� �	��	
��� ������ ������. !��-
�������, ��� 
� ����	 �
��������� ������ ���� ���� α  
���������� 
����� � � � � � � � � � � � �  � � � � � � � � �  � � � � �   � � � � � "  
���-
�� ������ (�. �. 
������� ��� ���������	� ���������, 
���� ����� 
����
������ ���� �����", �� ����"�� α), � ������ ���� � ������	, 

�����
�����	� �����������	 ��������������	 
������"	 ������ 
������ [�. �. 
������� ��� ���������	� ���������, ����� ����� �����-
���	��, ��� �� �� 
�������� ����"� ��� β, ���, 
�-��	���	, ������� �� 
����"� ��� (� β)]. 

&��� α = β , �� ������, ��� ���� ����� �
����� 	���� � ���	�� 
�	��	
����, ����� �������� α � β ��������� 
�� ���� �
��� ���� � ���-
��������� ν = α = β . !�� ���� ��������� ������, ��������	���� �����-
�� �����, ��������� ��	�������� ���	��� �	��	
�����, ��� ��� ��� 
��������� ������� �������� �������� ����	 ��� ����� ������, ����
�-
���� 
����	 �����	 �������������� �����" �� ����� ν, � �����	 
�����	 � �������������� 
������" �� ����� (� ν), � ����������� ����-
��� �� ���� ��������� ��������. 

���������	�	�	 � 
�������� �������  

 

0,1 0,4 0,2

0,5 0,4 0,3

0,3 0,2 0,1

� �
� �= � �
� �
� �

A  

	������, ���	� ���� ����� ������� 
���
������ 	 ����� ������������ 
����	�����, ���� ��� �	��� ��������� �������� ������ �� �������� 
���� ���������, � ����	���� � �������� ������ �� ���� �������� ���� 
���������. ����	���� �
��������, ����� �� ������ ���� �����	� ����	  
������ ����������. 

�
�
�
	� !��
�"�� �
��� �� ����� 
�������� ������� ����-
������� �������� ���� ����� (��������	���� �����"	 
����� ����-
��  ��� ��	���, ����� �� ������ ���������, ��������	��	� ������ 
������, � ����� ����� 
�� ���� ������ ���������, ��������	��	� 
����	�"��	 � � �  � � � �  �����"	);  
�� ��������� 
�������� ������� 
��
�"�� ������������ �������� ���� ������� (��������	���� 
��-
����"	 ������ ������  ��� ��	���, ����� �� ������  ���������,  ����-
����	��	�  ������	  ������	,  �  
����  ����� 
�� ����  ������  
���������,  ��������	��	�  ����	�"��	 � � �  � � � �  �����"	): 
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0,1 0,4 0,2 0,1

0,5 0,4 0,3 0,3

0,3 0,2 0,1 0,1

0,5 0,4 0,3

� �
� �

= α� �
� �
� �

β
�

 

*����� ���� ����  

 1,2,31,2,3
max min max{0,1, 0,3, 0,1} 0,3

==
α = = =ijji

a
  

��������	�� ����� ��������� 
����� ������, � ������ ���� ����  

 1,2,3 1,2,3
min max min{0,5, 0,4, 0,3} 0,3
= =

β = = =ijj i
a

  

��������	�� ������� ��������� ������ ������, 
�����	 ���� 
���� ��-
��� �	��� ��������� �� ����� ����������, � ����� ����� � � ������� 
����������, �� ������ ���	� ������������ ����: 
���� � �����" �� 
�����  0,3 30%ν = α =β= =  �����, � ����� � ��� 
���� ������� �� ��-
��� 30%ν =  �����.  

����� �������, ������ ���� ����� �����	� ����	  ������ ������-
���� ( 
�������� ������� ������� ����� ������� ������), 
�� ���� �
-
��������� ������ ��������� 
����� ������ � �����, �
��������� ������ 
��������� ������ ������ � ������, � ���� ���� ���� 0,3ν = . 

&��� 
���� ����� �	��� �������� ���� �
��������� ������ 
��������� (�����), � ����� ����� � � � � � � � � � �  �� ���� �
��������� 
������ ��������� (�� �������) � ������ 
��	� ��� ���	�, �� �� ������ 
	�	�"�� ��� 
�������� � �	��� 
��������� �� 30%, � 50% ����� (
�� 
����� 
���� ���������) ��� 40% ����� (
�� ����� ����� ���������). 
!����	 �����	 ����� �������� ����������� �� ���� ����� ���������, 
���� ����� ����� �	��� 
������������ ������� ���������. � 

-�������� ���� ����"���� �� ����������� ����� �����	� ����	 
 ������ ����������,  ��� ����� 	������� �� ������������ ����	����� 

������. 

������� ��	�	�� ������ ������������ ��������	 !����� ���� �����. 
!���� ����� 
�����  �	���� ���	 �� �	� �����: 1 �	�. ��� 5 �	�. 
� 
����	 ����	 � ��������� �� ������ ������, � ����� ����� 
������� 
	������, ����� ������ �
������, � ���� 	�������, �� 
��	���� ��	 �����	, 
 
������� ��	��� 
����� 
����	 �����	 3 �	�. ����	���� ��������, ��� 
������ ���� �� ����� ������� �����  ������ ����������. 

�
�
�
	�!�������� �������, �������, ����� ��  
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1 3

3 5

−� �
= � �−� �

� .  

!������, ���� ��  ���� ������� �����  ������ ����������. *��-
��� ���� ����  

 
1,21,2

maxmin max{ 1, 5} 1ijji
a

==
α = = − − = − ,  

� ������ ���� ����  

 
1,2 1,2

min max min{3, 3} 3ijj i
a

= =
β = = = ,  

�. �. α ≠ β , � ������� ����� ( ������ ����������)  ���� ���. � 
�������	� � ���� ��	������ ���
 ������ �
�� �
 ��
�������	 

�
���
�: α β� . 
������ 
!"# $�	�.������, ��� ����� ������� ija  
�������� ���-

���� �� ����"� ������������ �������� i-� ������: 
1,2, ,
min
�=ij ijj n

a a�  � �� 

����"� ������������� �������� j-�� �������: 
1,2, ,
max
�=ij ij

i m
a a� . ����� ����-

���, 
1,2, , 1,2, ,
min max
� �= =ij ij ijj n i m

a a a� � , ���	�� 
1,2, , 1,2, ,
min max
� �= =ij ijj n i m

a a� . /��� ����� ����� 

��������� ������ �� ������ ������ i, � 
���� ����� �� ������, 
�����	 
��� ������ �������  j 

1,2, ,1,2, , 1,2, ,
max min max

�� �== =ij ijj ni m i m
a a�  ��� 

1,2, ,
max
�=

α ij
i m

a�  (����-

������� ��� ��� j). *� ��� ��������, ��� 
1,2, , 1,2, ,
min max
� �= =

α ijj n i m
a�  ���, ������-

������, α β� , ��� � ���������� ��������. � 
(�� �� 
���	
���, ����� ������ ���� ��������� ���� α  � � � � � �  

� � � � " �  ������ ���� β , �. �. �����  ���� ���	���	�� ������� �����  
������ ����������? 

��
������ �	��	
��
� 
����� ������ ��������� ����� 

1 2( , , , )� mp p p=p , ��� �� 0ip �  (i = 1, 2, �, m), � 
1

1
=

=�
m

i
ip . !�� ���� ip  � 

����������, � ������� 
���� ����� ������� ��� i-� ���������. ,��-
������� �
���������� ���"����� ��������� 1 2( , , , )� nq q q=q  ������ ��-
����. 0����� ��������� ����� 
��
����� 
�� �
��������� ���"����� �  
���� ��	��� �� ���������� ���� �	��, ����� �����, ����� �������. 

&��� ������ ������ �� ����� ���"������ ����������� 

1 2( , , , )� mp p p=p  � 1 2( , , , )� nq q q=q  ������������, �� �������������� 
�������� �����"� 
����� ������ ���� 

 
1 1

( , )
= =

=��
m n

ij i j
i j

M a p qp q  

(� ��
����� � �������������� ��������� 
������"� ������ ������). 
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'�������� 1 2( , , , )� mp p p∗ ∗ ∗ ∗=p  � 1 2( , , , )� nq q q∗ ∗ ∗ ∗=q  ��������� ��-
	�������� ��
������� �	��	
����� ������������ 
����� � ������ 
������, ���� 

 ( , ) ( , ) ( , )∗ ∗ ∗ ∗M M Mp q p q p q� � . 

&��� 	 ����� ������ ���� �
��������� ���"����� ���������, �� 

��� ( , )∗ ∗p q  ��������� �
�
��
� ���� (��� �
����� 	����� � ��
���-

��� �	��	
����), � ����� ( , )∗ ∗ν = M p q  � �
��� ����. 
���������	�	%	 ����	���� ����� ��"���� ���� �� 
������ 10.1.2  

���"����� ����������.  
���������!�������� ������� 

 
1 3

3 5

−� �
= � �−� �

ΑΑΑΑ  

���� 
�������� �����. 
!	��� 
���� ����� ������� ��� 
��	� ��������� � �������-

���� [0,1]p ∈ , � ���	� ��������� � ������������ � ����������� (1 � p), 
�. �. 
���� ����� ������ �� ���"����� ���������� ( ,1 )p p= −p . 

.�������� ( )ν j p  ��������� �����" (�. �. �������������� ���-

����� �����"�) 
����� ������, ���� ����� ����� 
�� ���� ������ 
��� j-� ���������. � ��"�� ��	��� 1( ) ( 1) 3(1 )ν = − + −p p p , 

2( ) 3 ( 5)(1 )ν = + − −p p p . !������� ��� ��� ����  	����� �� ���. 10.1.1, � 
[	����� ������� ��� ��� ���, 
������������� 
�������� ����� p �	�� � 
������	, ��
�����, ��� 
����  	����� 
�� p = 0 
��	���� 1(0) 3ν = , � 

�� p = 1 �	��� ����� 1(1) 1ν = − ]. 

������ ����� ��� ������� ��� ���������, ����� ����
����� 
��-
��	 ����������� �����": 

 { }1 2( ) min ( ), ( )p p pν = ν ν   

(���  	����� �������� �� ���. 10.1.1, � ������ ������). )���� ������, 
����� �����  ����� ��	��� ������� 
����� ������� ��� ����� ����-
"�, �. �.  �������������� ���� 
�� p p∗

�  [��� p∗  ��������	�� �����-
�	�	  	����� ( )pν ] ����� ����� �	��� ������� ��� ���	� ������-

���, � 
���� ����� �	��� �������� 2 ( )ν p , 
�� p p∗
�  ����� ����� 

�	��� ������� 
��	� ���������, � 
���� ����� �	��� �������� 

1( )ν p . *���	�"�� ��� 
����� ������ ���� ��������	�� 
[0,1]

max ( )
∈

ν = ν
p

p , 

�. �. ∗=p p , 
�� ���� ���� ���� ���� ν.  
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� ��"�� ��	��� 2 / 3∗ =p  [��� ����� �
���������� �� 	����� 

1 2( ) ( )ν = νp p  ��� 3(1 ) 3 5(1 )− + − = − −p p p p ]. ����� �������, �
������-
��� ���"����� ���������� 
����� ������ ������� ��������� 

(2 / 3,1/ 3)∗ =p , 
�� ���� ���� ���� ���� 1 2(2 /3) (2 /3) 1/3ν = ν = ν =  � �� 
���������� �� ����, ���	� ��������� ������ ����� �����, 
���� ��-
��� �	��� ��������  ������� �� ����"�� ����� 
����� 
� 1/3 �	�. �� 
���	 
�����. 
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���������������	�����
	��������
�
�
�	��
���

�����	�	�
��	�
����
��������
��������		�

�#	���	�	�	�������	�
��������	���������
�
�	��
����

	�������������	�����
	��������
�
�
�	��
�����	�������������	���
�������

�����	�	�
��	�
��	�������������������	�

*����� ��
��� �
�������	� ���"���	� ��������� ������ ������. 
!	��� �� ������� 
��	� ��������� � ����������� [0,1]q ∈ , � ���	� 
� � ����������� (1 � q), �. �. ����� ���"����� ��������� ������ ������ 
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����� �� ( ,1 )q q= −q . ����� 
������" ������ ������ ���� 

1( ) 3(1 )µ = − + −q q q , ���� 
���� ����� ������� ��� 
��	� ���������, 
� 2( ) 3 5(1 )µ = − −q q q , ���� 
���� ����� ������� ��� ���	� ��������� 
(��. ���. 10.1.1, �).  

*���	�"�� � ����� ������ ������ ������ �������� q �
���������� 
�� 	����� { }1 2[0,1]

min max ( ), ( )
∈

µ µ
q

q q . (�� ���� �� ���. 10.1.1, �, ��� �������� 

 ������ ��	���, ��� 1 2( ) ( )µ = µq q , ���	�� q* = 2/3. !�����	 �
��������� 

���"����� ��������� ������ ������ ���� (2 / 3,1/ 3)∗ =q . � 
���������	�	&	 #��������� ���	 � 
�������� �������� 

 
2 3 4 1

2 4 3 1

− −� �
= � �− −� �

ΑΑΑΑ . 

����	���� ����� �
��������� ���"����� ��������� ������. 
���������������� 
������, ����� �� ������ ���� �����	� ����	 

 ������ ����������. *����� ���� ����  

 
1,2,3,41,2

max min max{ 2, 4} 2ijji
a

==
α = = − − = − ,  

� ������ ���� 

 
1,2,3,4 1,2

min max min{2, 3, 4, 1} 1ijj i
a

= =
β = = = ,  

�. �. α ≠ β , ������, ������� �����  ������ ����������  ���� ���.  
!	��� 
���� ����� ������ �� ���"����� ���������� ( ,1 )p p= −p . 
.�������� ( )ν j p  ��������� �����" 
����� ������, ���� ��-

��� ����� 
�� ���� ������ ��� j-� ���������. � ��"�� ��	���  

 1 2

3 4

( ) ( 2) 2(1 ), ( ) 3 ( 4)(1 ),

( ) 4 ( 3)(1 ), ( ) ( 1)(1 ).

p p p p p p

p p p p p p

ν = − + − ν = + − −
ν = + − − ν = + − −

 

1�� ��� ����  	����� 
�������� �� ���. 10.1.2.  
������ ����� ��� ������� ��� ���������, ����� ����
����� 
��-

��	 ����������� �����": { }1 2 3 4( ) min ( ), ( ), ( ), ( )p p p p pν = ν ν ν ν  (��� 

 	����� �������� �� ���. 10.1.2 ������ ������). )���� ������, 
�� 
[0, )∗∈p p  [��� 6 /11p∗ =  �
���������� �� 	����� 1 2( ) ( )ν = νp p ] ����� 

����� �	��� ������� ��� ���	� ���������, � 
���� ����� �	��� �-
������� 2 ( )ν p , 
�� ( ,1]∗∈p p  ����� ����� �	��� ������� 
��	� ����-
�����, � 
���� ����� �	��� �������� 1( )ν p . *���	�"�� ��� 
����� 
������ ���� 
�� ���� ��������	�� 

[0,1]
max ( )
∈

ν = ν
p

p . )���, �
��������� 

���"����� ���������� 
����� ������ ������� ��������� (6 /11, 5 /11)∗ =p , 

�� ���� ���� ���� ���� 1 2(6 /11) (6 /11) 2 /11ν = ν = ν = − . 
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��   


	���

�


�����

�


����

�



4
(p)

 

 
�#	���	�	�	�������	�
��������	���������
�
�	��
�������	����� !" "#��

��	����$	%�
�����
����������
��������		�

.������, ��� ����� �����, �����	� ���	���, ������� �� �	��� 
������� ������ � ������	� ���������, 
�����	 ����� �
��������� 
���"����� ��������� ������ ������ ����� �� ( ,1 , 0, 0)q q− . 

����� 
������" ������ ������ ���� 1( ) 2 3(1 )µ = − + −q q q , ���� 

���� ����� ������� ��� 
��	� ���������, � 2( ) 2 4(1 )µ = − −q q q , ��-

�� 
���� ����� ������� ��� ���	� ���������. 2������� q∗  �
������-

���� �� 	����� 1 2( ) ( )µ = µq q , ��� ���� 7 /11q∗ = . )���, �
��������� 

���"����� ��������� ������ ������ ���� (7 /11, 4 /11, 0, 0)∗ =q . � 
-� ����������� �� 
������ ��������� ���,  ������� 	 
����� 

������ � �  � �  �  �  � � � � � � � � �  (� 	 ������ ������ 
���������� 
��������� ���������: �� ��� �����) � ����� ���� ����� ��"��� ��� �-
������ �
������. ' ���	���	�� ��
��� ������	, ����	� �
���� ��"�-
��� ��������� ���,  ������� � 	 
�����, � 	 ������ ������ 
�������-
��� ��������� ���������. .���������, ���  ����� ��	��� ����� ���-
������ ���� � 
���������� ������ ��������� 	 ������ ����� ���� ��-
���� � 
��� ������ ���������� ����� ��������� 
��������������, � 
��� ������ ����� �
��������� ��"����. 

�'�����(���������������������)��*����	 � ���� ��	������ ���
 � 
������� 
�	� ��	������
 ��
�����
 �	��	
���. 

������ 
!"# $�	 !	��� �������������� ���� � 
�������� �������� 
A (10.1.1),  � �  � � � � � � � �  � � � � � � �  � � � � � �  
 � � � � � � � � � � �; 

1 2( , , , )� mp p p=p  � 1 2( , , , )� nq q q=q  � ���"����� ��������� 
����� � 
������ ������. 

-������������� �������� �����"� 
����� ������  

 
1 1

( , )
m n

ij i j
i j

M a p q
= =

=��p q  
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�� ����� ����� �������� ���� ���"����� ��������� p � q �	��� 
�-
�����������, ��� ��� �� �������� 
�������� ������� 
�����������, 
����� ��������������� pi ���� ���� �� ���� ������ 
������������ ����� � 
����� ��������������� qj ����� ���� ���� �� ���� ������ 
������������. 

!	��� 
���� ����� ������� ���	� ��������� p, ����� ��������-
������ �������� ��� �����"� ��������� �� ����, ���	� ��������� �-
����� ����� �����, ���� �� ����"� ��������� �������������� ������� 
r (������ ���� ���� 

1,2, ,1,2, ,
max min 0

��
ijj ni m

a
==

α = > , 
�������	 �� 
������ 0ija > , 

� r, �������, �� ����"� α , 
�����	 r > 0): 

 

11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

.

m m

m m

n n mn m

a p a p a p r

a p a p a p r

a p a p a p r

+ + +�
	 + + +	


	
	 + + +�

�

�

� � � �

�

�

�

�

 (10.1.2) 

!�� ���� 

 1 20, 1, 2, , , 1i mp i m p p p= + + + =� ��� . 

����� ���� ����������� 

 / , 1, 2, ,i ix p r i m= = �  

� �������� �� ��������� ������� (10.1.2) �� 
������������ ����� r, 

��	��� ����	��	� ������	: 

 

11 1 21 2 1

12 1 22 2 2

1 1 2 2

1,

1,

1.

�

�

� � � �

�

m m

m m

n n mn m

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + +�
	 + + +	


	
	 + + +�

�

�

�

 (10.1.3) 

!�� ���� 

 1

1 1

1
0, 1, 2, , ,

m

im m
i i

i i
i i

p
p

x i m x
r r r

=

= =

= = = =
�

� ���� . 

[2������, ��� ���� �� r ���� �	��� ��� ������������� ������, �� 

������ �� (10.1.2) � (10.1.3) ��� �� ���������: 
�� ������� ��������� 
�� ������������� ����� ���� �������� �� 
�����
�������, � �� �	�� ��-
���� ������.] 

+��� 
����� ������ � �������������� ��� �������������� 
�����" r ���, ��� �� �� �����, ������������� ������	  
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1

1m

i
i

x
r=

=� . 

����� �������, 
������� � � � � � � �  � � � � � � � � �  
 � � -
� � � � � � � �  � � � �  ��� 
����� ������: 

 

1

1

min,

1, 1, 2, , ,

0, 1, 2, , .

=

=

→

=

=

�

� �

�

m

i
i

m

ij i
i

i

x

a x j n

x i m

�

��

 (10.1.4) 

,���������� ����	������ � 
������ ������ ������ 
������ � ��-
���� ��������� 
��������������, �  � � � �  � � � � �  � ������ ��� 
��-
��� ������: 

 

1

1

max,

1, 1, 2, , ,

0, 1, 2, , .

=

=

→

=

=

�

� �

�

n

j
j

n

ij j
j

j

y

a y i m

y j n

�

��

 (10.1.5) 

!�������	 �� 0ija � , ����� 
�������� ����� ���������� ����"�� 


������������ ����� x1, x2, �, xm, ����� ��� ��� j = 1, 2, �, n �
����-

���� ��������� 
1

1
m

ij i
i

a x
=
� �  (��
�����, 1 11 12 11/ min{ , , , },nx a a a= �  

2 3 0mx x x= = = =� ), ������, ������ (10.1.4) ����� ��
	������ ��"����. 
3�
	������ ��"����� ������ (10.1.5) �������, �������, �	���� �����. 

��� ��� ������ �� 
��� ���������� ����� (10.1.4)�(10.1.5) ����� 
��
	������ ��"����, �� (�������� ������ ���������� ����� ��������� 

��������������) ��� ��� ������ ����� ��������� �
��������� ��"�-
��� 1 2( , , , )� mx x x∗ ∗ ∗ ∗=x  � 1 2( , , , )� ny y y∗ ∗ ∗ ∗=y ; 
�� ���� �
��������� �����-
��� ������  	����� ������ ����� ����:  

 
1 1

m n

i j
i j

x y∗ ∗

= =

=� � , 

!������, ��� ���� ����  

 

1 1

1 1
m n

i j
i j

x y∗ ∗

= =

ν = =
� �

, 

� �
��������� ���"����� ��������� ������ ���� ������������ 
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 1 2
1 2

1 1 1 1

1
( , , , ) , , , m

mm m m m

k k k k
k k k k

x x x
x x x

x x x x

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= = = =

� �
= ν = = � �

� �� �
� �

� � � �
p x � �  

� 

 1 2
1 2

1 1 1 1

1
( , , , ) , , , n

nn n n n

l l l l
l l l l

y y y
y y y

y y y y

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

= = = =

� �
= ν = = � �

� �� �
� �

� � � �
q y � � . 

3�����������, 
	��� 1 2( , , , )� mp p p=p  � 1 2( , , , )� nq q q=q  � 
��-
�������� ���"����� ��������� ������, ����� 

   ( , )M ∗ =p q  (10.1.6) 

 
1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1
,

m n m n m
j

ij i i ij j in n n n
i j i j i

l l l l
l l l l

y
a p p a y p

y y y y

∗
∗

∗ ∗ ∗ ∗= = = = =

= = = =

= = = = ν�� � � �
� � � �

�  

   ( , )M ∗ =p q  (10.1.7) 

 
1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1
,

m n n m n
i

ij j j ij i jn n n n
i j j i j

k k k k
k k k k

x
a q q a x q

x x x x

∗
∗

∗ ∗ ∗ ∗= = = = =

= = = =

= = = = ν�� � � �
� � � �

�  

  ( , )M ∗ ∗ =p q . (10.1.8) 

 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1m n m n m n
ji

ij i ij j i ij jn n n n
i j i j i j

k l k l
k l k l

yx
a x a y x a y

x y x y

∗∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗= = = = = =

= = = =

= = = ν�� � � � �
� � � �

 

)� (10.1.6) ����	��, ��� ( , )∗ νM p q � , �� (10.1.7) ����	��, ��� 

( , )∗ νM p q � , � �� (10.1.8) ����	��, ��� ����������� 

 
2

2 2

1 1 1

( , ) ��� ��� ( , )∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = =

� �νν = ν ν = = ν� �ν� �
� � �

n m n

j ij i j
j i j

M M y a x yp q p q� �  

� 

 
2

2 2

1 1 1

( , ) ��� ��� ( , )∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= = =

� �νν = ν ν = = ν� �ν� �
� � �

m n m

i ij j i
i j i

M M x a y xp q p q� � , 

������, ( , )∗ ∗ = νM p q . 

)���, ( , )∗ νM p q � , ( , )∗ νM p q � , ( , )∗ ∗ = νM p q , 
�����	  

 ( , ) ( , ) ( , )∗ ∗ ∗ ∗M M Mp q p q p q� � , 
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����� �������, 
��� ( , )∗ ∗p q  �����	�� �����	� ����	 ������ ���� 

 ���"����� ����������, � ( , )∗ ∗ = νM p q  � ���� ������ ����. 
&��� ��   
 � � � � � � � �  � � � � � � �  A = (aij) � � � �  � � � � -

� � � � � � � � �  � � � � � � � �  � � �  � 	 � �, �� ����� ������� �� ��� 
��������� ������� ���� � �� �� ���������� ����"�� 
������������ ���-
�� b, ��� ����� �� �������� ������� ( )ija b′ = +A  ���� 
�������������. 

.�������� 
1 1

( , )
= =

=��
m n

ij i j
i j

M a p qp q  �������������� �������� ���-

��"� 
����� ������  ���� � 
�������� �������� A, � 

1 1
( , )

= =
′ ′=��

m n

ij i j
i j

M a p qp q  � �������������� �������� �����"� 
����� ��-

����  ���� � 
�������� �������� ′A . 
!�� ���� 

 1 1 1 1 1 1

( , ) ( ) ( , )

( , ) ,

m n m n m n

ij i j ij i j i j
i j i j i j

M a p q a b p q M b p q

M b

= = = = = =

′ ′= = + = + =

= +

�� �� � �p q p q

p q

 

���� � 
�������� �������� ′A  ����� �����	� ����	 ( , )∗ ∗p q   ���"����� 
����������: 
 ( , ) ( , ) ( , )∗ ∗ ∗ ∗′ ′ ′M M Mp q p q p q� �  
��� 
 ( , ) ( , ) ( , )∗ ∗ ∗ ∗+ + +M b M b M bp q p q p q� � , 
���	�� 
 ( , ) ( , ) ( , )∗ ∗ ∗ ∗M M Mp q p q p q� � , 

�. �. ���� � 
�������� �������� A ����� ����� �����	� ����	 ( , )∗ ∗p q   
���"����� ����������, � ���� ���� � �������� A ���� 

 ( , ) ( , )∗ ∗ ∗ ∗′ν = = −M M bp q p q . � 

���������	�	+	 ����	���� ����� �
��������� ���"����� ��������� 
 ���� �� 
������ 10.1.4, ���� ��	 ���	 � 
��� ������ ���������� 
����� ��������� 
��������������. 

�
�
�
	�.� 
�������� ������� 

 
2 3 4 1

2 4 3 1

− −� �
= � �− −� �

ΑΑΑΑ  


	��� ��������� 
������������� ����� b = 5 
������� � �������  

 
3 8 9 4

7 1 2 6

� �′ = � �
� �

A , 
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�� �������� ������� 
�����������. 
'���� ����	� �������	� ���	 � 
��� ���������� ����� �����-

���� 
�������������� (�������� ������� 10.1.2): 

 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min,

3 7 1,

8 1,

9 2 1,

4 6 1,

0, 0,

+ →
+�

	 +	

 +	
	 +�

x x

x x

x x

x x

x x

x x

�

�

�

�

�� ��

                              

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

max,

3 8 9 4 1,

7 2 6 1,

0, 0, 0, 0.

+ + + →
+ + +�


 + + +�

y y y y

y y y y

y y y y

y y y y

�

�

� � � �

 

!�������	 �
��������� ��"���� ���� ����� ���� 
(6 / 53, 5 / 53)∗ =x  � (7 / 53, 4 / 53, 0, 0)∗ =y  [ ��� �� 
��������� �������� 

	�������� ��������������], �
��������� ���"����� ��������� ������ 

 
1

(6 / 53, 5 / 53) (6 /11, 5 /11)
6 / 53 5 / 53

∗ = =
+

p  

� 

 
1

(7 / 53, 4 / 53, 0, 0) (7 /11, 4 /11, 0, 0)
7 / 53 4 / 53 0 0

∗ = =
+ + +

q , 

� ���� ���� 

 
1

5 2 /11
6 / 53 5 / 53

ν = − = −
+

. � 

���������������������������� �������	
��
�
����������	
��
�
����������	
��
�
����������	
��
�
��������������
���
�
�
����������
���
�
�
����������
���
�
�
����������
���
�
�
����	�	�	�	����

!���
������, ��� � � � � ,  
 � � � � � � � � � �  � � " � � � �, ����� 
������ ���	 �� �������� ����������, ������������ �������� 
i = 1, 2, �, m. '��	���� ������� �����	�� �
���
�

����, �. �. ������� 
��"� ����� �������� ������� ��������� ��"��� (
� ����"���� � ���	, 

����������	 ��"����) �����, ������������ �������� j = 1, 2, �, n. 

&��� �	��� 
������ i-e ��"����, � ��������� ��"��� ����� ����-
����	�� j-� ���	����, �� ����, 
���������� ��"����, 
��	��� ����� qij. 
-������  

 Q = (qij) ∈ �m×n 

��������� ��	���
� ���
��	��� (�� ���������� �������� ��"����). 
� �������� � ������ �	���	�	�	������� ���	� ���� �������� 

��"� ��������� ������������ 
�������������� ��������� ������������ 
����, ����� ��"���� �	��� 
������. 4�� ������������ �� ����������� �	-



280 

�	� 
������. -����� �	��� �������, ��
�����, �� ���������� � ����	 ��-
��, 
����������� ��"����. *� ��� � � � � � � �  ����  ������ �����? 

3�
	����, �� ����� ������� ����, ������� ����� i-e ��"����. *�� 
��������� �������� ���	����. *� ���� �� �� �����, ��� ��	���������� j-
� ��������� ��"��� �����, �� ������ �� ����	�"�� ��"����, �. �. 
��-
������� �������"�� ����� 

 
1,2, ,
maxj kj

k m
q q

=
=

�
. 

2�����, 
������� i-e ��"����, �� ����	�� 
��	���� �� qj, � ������ 
qij, �. �. ���� �� 
����� i-� ��"����, � � ��"��� ����� ������	���� j-� 
���������, �� �� �	��� � � � � � � � �  � ����
��	������ ������  �������  

 
1,2, ,
maxij j ij kj ij

k m
r q q q q

=
= − = −

�
 (10.2.1) 

(
� �������� � ���, ��� ���� �� �� ����� �����, ��� ������	���� j-� 
��������� ��"��� �����, � ������ �� ��"����, 
��������� �������-
"�� ����� 

1,2, ,
maxj ij

i m
q q

=
=

�
). -������  

 R = (rij) ∈ �m×n,  

��� ��������� rij ���������� 
�  ���	�� (10.2.1), ��������� ��	���
� 
����
��� (��� ��	���
� ������). 

*� �� ��	������ ����� «��������» �����������. * � � 
 � � � � -
� � � � � � � �  � ����� "������ 
������. *��
������������ ����, ����� 
�� ��� ��� ����� ��������� �	���, ���������� �� ���
������������ ��-
��, ����� �	��� ��������� ���������� ��������� ����� 15 ���. (����� ��-
���, 	��������� � � � � � � � � �  ��	������ ������ ������ � ���
����-
���������, � � � � � �  � �  ��	������ ������ ����������� ��
	����� ��-
������� �������������� ������������� ���������. 

'��	���� � 
����� ���
������������� ����������	���� ���	������ 
����� �� �� �� ���� ��
����������� �� �������. '	����	�� ����	���� 

 � �  � � �  � ������������ 
� 
������� ��"����  ����� ���	�����. 

�����,����,-���������,��.��/�������''���0���	 #���������� i-e ��-
"����, �	��� 
�������, ��� �� ����� ���� ����������� ���	����, 
����	�"�� � ��"�� ����� ������ (�. �. 
��������� �������"�� ����� 

1,2, ,
mini ijj n

a q
=

=
�

) � ������ ��"���� i0 � �������"�� ai. )���, ������ ����� 

�
���
���
	 �����	� 	���
 �
�
��
 i0, �	� 

 ( )0 1,2, ,1,2, , 1,2, ,
max max mini i ij

j ni m i m
a a q

== =
= =

�� �
. 

�����,�� '1���2�� ������,�� ������,-��*� '�2�,���/�	 !�� 
������-
��� ����� 
����� ��������	���� ������� ��������� R. #���������� i-e 
��"����, �	��� 
�������, ��� �� ����� ���� ����������� ���	���� �����-
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������� ��������� 
1,2, ,
maxi ij

j n
b r

=
=

�
, � ������ ��"���� i0 � �������"�� bi. 

)���, ������ ������� �
���
���
	 �����	� 	���
 �
�
��
 i0, �	� 

 ( )0 1,2, , 1,2, , 1,2, ,
min min maxi i ij

i m i m j n
b b r

= = =
= =

� � �
. 

�����,�������3� ��"���� 
��������������� � �
������������� 

������ � ������	 ���
���������� ���	����. !� 
����	 1	����, �����-
��
	�� �
�
��
 i0, �� ��	���� ���	���
	�� �������� �����
��� 

 
1,2, , 1,2, ,
min (1 ) maxij ijj n j n

q q
= =

λ + − λ
� �

, 

��� λ ∈ [0; 1]. 2������� λ ��������� �� �	�5������� �����������. &��� λ 

����������� � �������, �� 
����� 1	���� 
����������� � 
����	 ����-
��, 
�� 
���������� λ � �	�� 
����� 1	���� 
����������� � 
����	 
� � � �  � � �  � 
 � � � � � � �. 

���������	�	�	 '���  ��
���������� �� �	���� 
�����, 
���� ��-
��� ��
�������� !��� ��	� �
�����, ���, � � � � � � �, ����� ����-
���� ���� 	���. -���� ��� 	�
��� ����� � 
����� � ��
����� �"���	, �� 
����� 
��
���� 
	���� (100 000 �	�.). &��� �� 	�����, 	���, ���� �� ���-
��������� ������, ����� ����� 
������� 
�����, � ����� 
������� ��-
���������� ������	 (1 500 000 �	�.). !��� �� 	����, ������ 	��� ��� 
�������. '������� ������	 
��������� � ������	 ���������. .
����-
���� ��"����, ��������	���� ���������� ������, '�����, 1	����. 

�
�
�
	 $ !��� ���� �� ���������: 
������ �������� ��� ��-
�	���� �����. $ ��"��� ����� ����� ���� �� ���������: 	��� ������� 
���� 	��� ������. 

-������ 
��������� ����� ��  

 
0 1500 000

100 000 100 000

−� �
= � �− −� �

Q .  

'������ ������	 ���������. -�����	� 
� 
����	 ������	 ����  

 1 1
1,2

max 0i
i

q q
=

= = ,  


� �����	 �  
 2 2

1,2
max 100 000i
i

q q
=

= = − ,  


�����	 ������� ��������� 

 
0 1400 000

100 000 0

� �
= � �
� �

R . 
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-���������� �������� ����� ������� 
��������� a1 = �1 500 000, 
a2 = �100 000. ��
��� �� �	� ����� (�1 500 000), (�100 000) ������� �������-
"��. 4�� (�100 000). 2�����, 
����� ������ ��������	�� 
������ ����� ��"�-
���, �. �. ���	���� �����. 

-����������� �������� ����� ������� ��������� b1 = 1 400 000, 
b2 = 100 000. )� ����� 1 400 000, 100 000 ������� �������"��. 4�� 
100 000. 2�����, 
����� '�����, ��� � 
����� ������, ��������	�� 

������ ����� ��"����, �. �. ���	���� �����. 

0������� ����� 	��������, ��� 
����� 1	���� 
�� λ = 0,5 ����, 
��� 
����� ������ � '�����, ��������	�� 
������ ����� ��"����, �. �. 
���	���� �����. � 

!���
������, ���  ������������� ����� ������� ���������� pj 
����, ��� �������� ���	���� ��������� 
� ������	 j. )����� ����� 
�-
������� ��������� ��������� �	���	�	�	�������. !�� 
������� ��"�-
���  ����� ���	����� ����� ������ ���� �� ����	���� 
 � �  � �. 

�����,����.'���0�3����2�����������*���	 3����, 
��	������ 
�� 

������� i-�� ��"����, ������� ��	������ �������� Qi � ����� ���
��-
�������  

 
1 2

1 2

i i i in

n

Q q q q

p p p p

�

�
. 

 ����
��� ����� 
�� 
������� i-�� ��"���� ���������� 
�������������� ��������� MQi ��������	���� ��	������ ������� 
Qi. ������ �������!���� �����
���� ������ �
���
���
	 �����	� �
-
�
��
, �������"

 ����������� �����
��� ����� 

 
0 1, 2, , 1, 2, ,

1

max max
n

i i ij j
i m i m

j

Q Q q p
= = =

� �= = � �
� �
�M M

� �
. 

�����,��������0�3����2������*�'�2�,���/	 '�������� 
�� �����-
����� i-�� ��"���� 
������������ ��	������ �������� Ri � ����� ���-

���������  

 
1 2

1 2

i i i in

n

R r r r

p p p p

�

�
. 

 ����
��
 ����
��� ���������� �������������� ��������� MRi 
��������	���� ��	������ ������� Ri. ������ ������!���� �����
��� 
����
��� �
���
���
	 �����	� �
�
��
, �
��"

 ���������
 �����
-
��
 ����
��� 

 
0 1, 2, , 1, 2, ,

1

min min
n

i i ij ji m i m
j

R R r p
= = =

� �= = � �
� �
�M M

� �
. 
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��������1.����,�����'��������,���.'���0�3����2�����������*������

������0�3��� �2������*� '�2�,���/	 #
�
���, �
���
���
��
 �������� 
�������!���� �����
���� ������ � ������!���� �����
��� ����
���, 
��
��� ��������	. 

������ 
!"# $�	 )����: 

 
( )1, 2, , 1, 2, , 1, 2, , 1, 2, ,

1 1

1, 2, , 1, 2, ,
1 1

min min min max

min max

n n

i ij j kj ij ji m i m i m i m
j j

n n

j kj ij ji m i m
j j

R r p q q p

p q q p

= = = == =

= == =

� � � �= = − =� � � �
� � � �

� �= − =� �
� �

� �

� �

M
� � � �

� �

 

 
1, 2, , 1, 2, , 1, 2, , 1, 2, , 1, 2, ,

1 1 1

min max max max max ,
n n n

j kj ij j j kj ii m i m i m i m i m
j j j

p q q p p q Q
= = = = == = =

� � � �= − = −� � � �
� � � �
� � � M

� � � � �
 

��� ��� 
1, 2, ,1
max

n

j kj
i mj

p q
==

�
�

 �� ������ �� i. !�����	 
1, 2, ,
max i

i m
Q

=
M

�
 ����������� �� 

��� �� ��"����, ��� � 
1, 2, ,
min ii m

R
=

M
�

. � 

���������	�	�	 �������� ��	�� ������ ������ ���	 �� �	� ������-
����: ��������� ��	� ��� �� ���������. #��� �����������  ���, ��� � 
����������� 0,1 ������� �������� �,  ���	������ ������� ��	� �	��� 
	������. &��� ��	� ����������, ��  ��	��� ��� 	����� ������� 
��	���� 
���
������� ��� ��������� (100 000 �	�.). '�������� ��������� 
����� 
5000 �	�. ����	���� �
��������, ����� �� ��������� ��	�? 

�
�
�
	 $ �������� ��	�� ���� �� ���������: ��������� ��	� ��� 
�� ��������� ���. $ ��"��� ����� ����� ���� �� ���������: �������� � 

��������� ���� �� 
���������.  

-������ 
��������� ����� �� 

 
5000 5000

100 000 0

− −� �
= � �−� �

Q .  

����������� ��������� ��"��� ����� ������� (p1 = 0,1, p2 = 0,9), 

�����	 ���� ���
��������� ������ 
�� ����� 
���� � ����� ������-
��� �����: 

 
1 0 5000

0,1 0,9

Q

p

−
,     

2 95 000 0

0,1 0,9

Q

p

−
.  

!�� ����  

 MQ1 = �5000•0,1 + (�5000)•0,9 = �5000,  
����������  
 MQ2 = �10 000.  
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����� �������, 
����� ������������ ���������� ������ ��������	�� 

������ 
���� ��"����, �. �. ����������� ��	�. 

'������ ������	 ���������. -�����	� 
� 
����	 ������	 ���� 

1 1
1,2

max 0i
i

q q
=

= = , 
� �����	 � 2 2
1,2

max 0i
i

q q
=

= = , 
�����	 ������� ��������� 

 
0 5000

95 000 0

� �
= � �
� �

R .  

�������� ��������� ��������� 
�� 	�������� �"� �����������. 
!��	���� MR1 = 4500, MR2 = 9500. -���������� ��������� ��������� 
���� 4500, ��� ��������	�� 
����	 ��"���� � ����������� ��	�. � 

���������	�	%	 )�����	�� ���	���� 
������� ��"����  	������ 
���
������������  ��	���, ����� ������� 
���������  

 

2 5 8 4

2 3 4 12

8 5 3 10

1 4 2 8

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

Q . 

�
�
�
	 '������ ������	 ���������. )����:  

 1 1 2 3 4
1,2, ,
max 8, 5, 8, 12k

k m
q q q q q

=
= = = = =

�
, 


�����	 ������� ��������� 

 

6 0 0 8

6 2 4 0
.

0 0 5 2

7 1 6 4

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

R  

!� 
����	 ������ (
����	 �������� 
���������) �	��� 
�������, 
��� 
�� 
������� i-�� ��"���� �� ����� ���� ����������� ����� 
����� 
���	����, �. �. 
��������� �������"�� �����  mini ijj

a q= , � ������ ��-

"���� 0i  � �������"��  ia . )����: 

 1 2 3 42, 2, 3, 1.a a a a= = = =  

)� ���� �����:   2,   2,   3,   1   ������� ������������:  ��� 3. 2�����, 

����� ������ ��������	�� 
������ ������ ��"����. 

!����� '����� ���������� 
����	 ������, ������ ��������	��-
�� ������� ���������: ����������� i-e ��"����, �	��� 
�������, ��� �� 
����� ���� ����������� ���	���� ������������ ��������� maxi ij

j
b r= , � 

������ ��"���� 0i  � �������"�� ib . )����: 
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 1 2 3 48, 6, 5, 7.b b b b= = = =  

)� ���� �����   8,   6,   5,   7   ������� �����������: ���   5. 2�����, 

����� '����� ��������	�� 
������ ������ ��"����. 

&��� ������� ���������� ��������� ��"��� �����: 

 1/2,      1/6,      1/6,      1/6, 

�� 
����� ������������ ���������� ������ ��������	�� 
������ ��"�-
���, ��������	���� �������"��	 �� ��������� ������: 

 MQ1 = 23/6,      MQ2= 25/6,       MQ3= 7       MQ4= 17/6.  

-����������� ��������� ����� ���� 7, ��� ��������	�� �����-
��	 ��"����. 

!����� ����������� ��������� ��������� ��������	�� 
������ 
��"����, ��������	���� �������"��	 �� ��������� ���������: 

 MR1 = 20/6,      MR2= 4,       MR3= 7/6,       MR4= 32/5, 

�. �. �
��� ������ ��"����. � 
� ���������� ����	�� ��������, ��� ��"����, 
����������� ���-

������� 
�������, �� ����� ��
�����. /��	, 
����������	 ��"����, 
����	�� 
�������, ��� ��� �	��� ����� ������������� �� 
���������. 
!�����	 � 
������ ����	�� ���������� �� ��� � ����
��� �������, � ��� 
� ��������, 
��������� ���	������ � 
���������� 
������� ��"���� 
� 
�������������� �������� �������. 

����������������������������     ��	����
������	����
������	����
������	����
��������

*� �� ��� ������� ���	���� ����� 
��������� ��� ���� � �	��-
�� �	����, 
����	 ��� �������� 	�������� ����� ��� ����� �� ����� 

�����
������. .��������� ��� � �	���� �	���� �� ��	��� � � 
 � � -
� �  � 
 � � � � � � �  � � � � � � � �   	�������� ������� ���� � �	���	-

�� ����. 

#��������� � � � � � � 	 �  ���	 � ���	���� �	����, �. �. ���	�,  ��-
����� �������� ��������� ������ �������: �	��� �������, ��� 
���� ��-
��� ����� ������ ���	 �� m ���� ���������, ������������ �������� i = 1, 
2, �, m, � ����� ����� � ���	 �� n ���� ���������, ������������ �������� 
j = 1, 2, �, n. &��� 
���� ����� ����� ��� i-� ���������, � ����� ����� 
� ��� j-� ���������, ��  ���	������ ������ ���������� ����� 
���� ��-
��� 
��	���� �����" ija , � ����� ����� � �����" ijb . !�� ���� ����-

"���� �� �����������, ����� = −ij ijb a , ���  ��������� �����. 

����� �������, �������� ���� � ���	���� �	���� 
�������� 
�
���������� �	�� ��������� 



286 

 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

�

n n

n n

m m mn m m mn

a a a b b b

a a a b b b

a a a b b b

� � � �
� � � �
� � � �= =
� � � �
� � � �
� � � �

A B

� �

� �

� � � � � �

� �

, 


�����	 ��������� ����	������. 
%���������� ����, ��� � ���������, 
��������� 
�������. +��� 

������� ������ � ������� ��� ����� �ó ��"	� �	��	  ���	������ 
����"��� ����� 
�����. !������ ������ � ���"����� ��������� ������  
����������� ����� ������ ���������� ���	, ��� ��� ���� �������  
��������� �����. 

&��� ��������� ���� ������� ������ �� ������� ��
����������, 

�������	 �����" ������ ������  �������� ���� 
������"	 ��	����, 
��  ����������� ����� �������� ������ ���	� ����  ����"�� ��� 
����"�� ���
��� ������. 

� ���������� �� ����, ��
������ ��� �����"��� ����	�������� 
������, ��������� � � � � � 
 � � � � �  � � �  �  � � � 
 � � � � �  � � �  
� � � �. 

,����� ����������� ����  �����
�������� ������� ������� � 

����	 ����������� �	��	
��� ������, �. �. ���������, ������� ����
�-
����� ������� 
��	����� ����������� ��������� ��������������� 
�����"� �� ���������� �� ������� 
��������. 

-������� ���������� 
�� ���"����� ��������� ������ ���-
������ 
 { }1 2( , ) ,= ∈ ∈p q p q� � � , 

��� 

 1 1 2
1

( , , , ) 0, 1, 2, , , 1
m

m i i
i

p p p p i m p
=

� �
= = = =
 
� �

�p � ��� , 

 2 1 2
1

( , , , ) 0, 1, 2, , , 1
n

n j j
j

q q q q j n q
=

� �	 	= = = =
 
	 	� �

�q � ��� . 

&��� �� ������ ������ � � � " � � � � �  � � � � � � � � � 

1 2( , , , )� mp p p=p  � 1 2( , , , )� nq q q=q  ������������, �� �������������� 
�������� �����"�� ������ ����  

 1
1 1

( , )
m n

ij i j
i j

M a p q
= =

=��p q           �          2
1 1

( , )
m n

ij i j
i j

M b p q
= =

=��p q . 

������  ������ ��� ������� 
������ ��������. 1�����, ��� 
��������� ������ ∗p  � ∗q  �����	�� ������
��
 $���, ���� �����	 �� ��-
���� �� ������ �� ��� ����������� 
�� 	�����, ��� ��	��� ����� �� 
����	�� ���� ��������� ���������, �. �. ���� ��� ����� ��������� p � q 
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( ) ( )
( ) ( )

1 1

2 2

, , ,

, , .

M M

M M

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

p q p q

p q p q

�

�
 

�������� '�4�'�������(� �������'�/	 � ���� ����	������ ���
 ��-
"
�	��
	 ��	� �� ���� ������
��
 $���. 

������ 
!"# $�	 3������������ ����	�� ��
����������� �� ���-
���� � ��
������� �����. 0��������, �� �������� � ���� ��������, ��-
������	�� 
������ ������������� �������������� ��� ��	���, ����� 
������ �� ������ ����� ���� �� ������ ���������. �. 

.������/��������'�(	 �	��	
��� ������� ∗p  � ∗q  �����	�� ������
-
��
 $��� 	���� � 	���� 	����, ����� ��� ������ �����!������ �
���� 
������� �	��	
��� ∗p  ���� ���	�� �	��	
��� �	����� ������, ���	-

�
	�	���"�� 0jq∗ > , �������	 �	����� ������ ���� � 	�	 �
 ������� 

µ , � ���� ���	�� �	��	
��� �	����� ������, ���	�
	�	���"�� 0jq∗ = , 

�������	 �	����� ������ �������, �
 ������ µ , � ��� ������ �����-

!������ �	���� ������� �	��	
��� ∗q  ���� ���	�� �	��	
��� �
����� 

������, ���	�
	�	���"�� 0ip∗ > , �������	 �	����� ������ ���� � 	�	 
�
 ������� ν , � ���� ���	�� �	��	
��� �	����� ������, ���	�
	-
�	���"�� 0ip∗ = , �������	 �	����� ������ �������, �
 ������ ν . 

������ 
!"# $�	 !	��� 
��� ��������� 
����� � ������ ������  

 ( )1 2, , , mp p p∗ =p � ,         ( )1 21 2, , , , , , ,j j nq q q q q∗ =q � � �  

�����	�� �������� *�"�, � 
	��� 
���� ����� �����	��  ������-
���� �� ���������� ∗p , �� ���������� �� ���. 

!���
������, ��� 	 ������ ������ �	����	�� ����� ������ ����-
����� � �������� 1j  � 2j , ��� 

1
0jq >  �  

 ( ) ( )
1 2

(1) (2)
2 2

1 1

, ,
m m

ij i ij i
i i

M b p b p M∗ ∗

= =

= < =� �p q p q  

��� 

 
( )
( )

1

2

(1)

(2)

0, 0, , , , 0, , 0 ,

0, 0, , 0, , , , 0 ,

j

j

q

q

=

=

q

q

� � �

� � �
 

� ���� ��	��� ����� ����� ����� ����������� �� ��������� ∗q  � 
������ ���������  

 ( )1 21 2, , , 0, , , ,j j nq q q q q∗∗ = +q � � �
, 
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������� ����
���� ��	 ����"�� �����", ��� ��������� ∗q  
�� 	�����, 

��� 
���� ����� �� �	��� ����������� �� ��������� ∗p . 3�����������,  

 

( )( )

( )

( ) ( )( )

1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 1 2 1

2 2

1 1 2 2
1

1 1 2 2
1

(2) (1)
2 2

1 1

( , ) ( , )

0

, , 0.

m

i i i i ij i ij i j j in i n
i

m

i i i i ij i j ij i j in i n
i

m m

j ij i j ij i j
i i

M M

b p q b p q b p b p q q b p q

b p q b p q b p q b p q b p q

q b p q b p q M M

∗ ∗∗ ∗ ∗

=

=

∗ ∗

= =

− =

= + + + ⋅ + + + + + −

− + + + + + + + =

= − + = − >

�

�

� �

p q p q

p q p q

� � �

� � �  

!��	���� 
���������� � 
���
���������, ��� ��������� ∗p  � ∗q  
�����	�� �������� *�"�, ������� ��������� ������	. �. 

%���������
 ��
�����
 �	��	
��� 
����� � ������ ������ 
����
������ �� � � � � � � � � �  � � � � �   � � � � � " �  

 
21

1max min ( , )
∈∈

α =
SS

M
qp

p q      �     
12

2max min ( , )
∈∈

β =
SS

M
pq

p q  

������������ �� ���������� �� 
������� 
��������. 
!� ��	���	 ����������� ��������� ��������� ��	�������� � 

����� ����� ������� �������, �  �����
�������� ��	��� ������� ���-
�� ����� 
������������ ���� ���������� ���������. 

���������	%	�� ������ ���,����� 0�.,5)����*��	 3�� 
����	
���� 
(
���� � ����� ������), 
�����������  ��������� ����"���� �����-
�� 
����	
�����, ��������� ����������� ��	� �� ��	��  
������������� 
����������. !����� 	���� 	 �������� ���	���	��, 
�����	 	�
�� ���-
����� ������ �� ����, 
��������� �� �����������. $ ������� �� �����-
������ ���� �� ���������: 
��������� (
���� ���������) ��� �� 
�����-
����� (����� ���������). &��� ��� 
����	
���� 
���������, �� ��� �	�	� 

������� ������� � 
��������� � ����� ����� ����������. &��� �� 
���� �� ��� �� 
���������, �� 
� ��������  ������� 
����	
����� ��� 
�	�	� �
������, �� �	� ��-���� 
������� �� ��	  ����� ������������ 

����	
����� (��
�����,  ��"���� ��	���),  ���	������ ���� ��� �	�	� 

��������� � �����	 ���	 ����������. &��� �� 
��������� ������ ���� � 
���, �� 
�����"���� �	��� ��������� (�� 
����� ��������), � ��	��� 

����	
��� �	��� 
�������� � ������������	 ����	 ���������� � � ��-
���� �����. ����	���� �
�������� ����������� ��������� ������ � ����-
���� *�"�, ���� ����� ����. 

�
�
�
	�-������ �����"�� ������ �����:  

 
8 0 8 10

,
10 1 0 1

− − −� � � �
= =� � � �− − −� � � �

A B . 
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'��"����� ��������� ������ 
��������  ��� ( ,1 )p p= −p  � 
( ,1 )q q= −q , ��� [0,1], [0,1]∈ ∈p q . !�� ���� �������������� �������� 

�����"� 
����� ������ ���� 

 1( , ) 8 10(1 ) (1 )(1 ) ( 9) 1= − − − − − − = − + −M pq p q p q p q pp q . 

,��������� �
���������� �������������� �������� �����"� 
������ ������: 

 2 ( , ) 8 10 (1 ) (1 )(1 ) ( 9) 1= − − − − − − = − + −M pq p q p q q p qp q . 

*���	�"�� �������������� �����" 
����� ������ ���� 

 
( )

( )
1[0,1] [0,1][0,1] [0,1]

[0,1] [0,1]

max min ( , ) max min ( 9) 1

max ( 9) 1 1 max(2 10) 8

∈ ∈∈ ∈

∈ ∈

α = = − + − =

= − ⋅ + − = − = −
q qp p

p p

M p q p

p p p

p q
 

[����� �� 	���, ��� p � 9 < 0, ��� ��� [0,1]∈p , 
�����	 �� ���������� �� 

p ( )
[0;1]

min ( 9) 1
q

p q p
∈

− + −  �	��� ����������� 
�� q = 1], � ����������� ������-

��� 
����� ������, ��������	���� ����	 ����	�"��	 �������������-
�	 �����"	, (1, 0)=p , �. �. ����������� ��������� 
����� ������ � 

��������� � 
��	���� ����� ��� ����������. ,��������� ������� 
����	�"�� �������������� �����" ������ ������ 

 
( )

( )
2[0,1] [0,1][0,1] [0,1]

[0,1] [0,1]

max min ( , ) max min ( 9) 1

max ( 9) 1 1 max(2 10) 8

∈ ∈∈ ∈

∈ ∈

β = = − + − =

= − ⋅ + − = − = −
p pq q

q q

M q p q

q q q

p q
 

� ��� ���������	� ��������� (1, 0)=q  � 
���������. .������, �����-
������ ��������� �����	�� �������� *�"�. !��������� �������� 	��-
������, ��� ��	��� �������� *�"�  ������ ���� ���. � 

���������	%	���������'���/��/�'�����	 3� ������ (�	� � ����) �-
������, ��� 
������ ����. $ ������� �� ��� ���� �� ���������: ������ 

��������  	��������� ����� (
���� ���������) ��� �
������ �
������� 
(����� ���������). !��������� ���������� 
�����  ����� �	� �������� 
 ���	 ������	, � ����  ��, 
��������� ���������� 
����� ��  	����, 
��������, ���� ��������  ���	 ������	, � �	�  ��. &��� �� �	
�	�� 
��	�  ������ �����, ���� ���������� ��
��������, ��� ��������	�� 
�	���� 
���������� ��� ����� ������. ����	���� �
�������� �����-
������ ��������� ������ � �������� *�"�, ���� ����� ����. 

�
�
�
	�'������ ������� �����"�� ������:  

 
2 0 1 0

,
0 1 0 2

� � � �
= =� � � �
� � � �

A B . 
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!	��� ( ,1 )p p= −p  � ( ,1 )q q= −q , ��� [0,1], [0,1]∈ ∈p q  � ���-
"����� ��������� ������. !�� ���� �������������� �������� �����-
"�� ������ ����  

 1( , ) 2 (1 )(1 ) (3 1) 1= + − − = − − +M pq p q p q pp q , 

 2( , ) 2(1 )(1 ) (3 2) 2 2= + − − = − − +M pq p q q p qp q , 

����	�"�� �������������� �����"� ������  

 ( ) { }[0,1][0,1] [0, 1/ 3] [1/ 3, 1]

2
max min (3 1) 1 max max (2 ), max (1 )

3∈∈ ∈ ∈
α = − − + = − =

qp p p
p q p p p , 

 ( ) { }[0,1][0,1] [0, 2 / 3] [2 / 3, 1]

2
max min (3 2) 2 2 max max , max (2 2 )

3∈∈ ∈ ∈
β = − − + = − =

pq q q
q p q q q , 

� ��������	���� ����������� ��������� �����: (1/3, 2 /3)=p  � q =
(2 /3,1/ 3)= . 4�� ��������, ��� �	� ������  1/3 ����� �������  	���� � 

 2/3 ����� �����, � ���� ������  2/3 ����� �������  	���� �  1/3 
����� �����, �����  ������� � �	�, � ���� �	�	� �������� 
� 2/3 �� 
���	 
�����. #������� *�"�  ������ ���� ����� ���: 

 
( ) ( )

( )
(1, 0), (1, 0) , (0,1), (0,1) ,

(1 / 3, 2 / 3), (2 / 3,1 / 3) .

∗ ∗ ∗∗ ∗∗

∗∗∗ ∗∗∗

= = = =

= =

p q p q

p q
 

!��������� �������� 	��������, ��� ��	��� �������� *�"�  
������ ���� ���. � 

� ������� �� ��������� ���,  ����������� ����� ����� ��������� 
���, ��� � �  � � � � � � �  ���������� �	�� �������� �� �������� *�"� 
(��� �� ����������� ���������) 
������ � 	�������� �����"� ����� 
������. 4�� ���������	���� ����	����� 
��������. 

&���  
������ 10.3.1 ���� �� ������ �	��� 
������������ ���-
�������� ��������� � 
���������, � ��	��� ����� ���������� �� ���� 
����������� ��������� � 
���������� �� �	���, �� ���, ��� �� 
���������, 

��	��� ������ ��� ���������� ����� ����� ( ���	������ ��� 
�������� 
	�	�"����, � 
�������� ��� ��	�������� 	�	�"����). 

'	��������� �������� ����������� ��� �� ��������� ������� 
��, ��� ������� ���	����, ����� ���������� � � � � �  � � � � � �   �� 
����������� ��������� 
������ � 	�������� �� �����"��: ����  

������ 10.3.1 � � �  
����	
���� �� 
���������, �� ��� 
��	��� ���� 
� 
�����	 ���	. 4�� � ������� ������ � � � � � � �, ������� ����� 
���� 
������ �� �����������: 
�������	 
�������� ��	� � ��	��� �������-
��, ������ �� �	� ����������� ������ ����, 
���������� ��� ���, �� 
����, �������� �� ��� ��	�������. 



291 

� 
������ 10.3.2 ���	���� ��� �������: 	�������� ���	� 	������� 
��� �����"�, �������� �������"��� �� ����������� ���������,  ��-
�������� ���	�����. *�
�����, ���� ����� ����������� ��������� 

(1/3, 2 /3)=p  � (2 /3,1/3)=q  ������ ����	� ������������ ��������� 
(1, 0)=p  � (1, 0)=q , �� �� �����"� ������� 2 ��� �	�� � 1 ��� ���� 

(��� ��� �����"� ����"� 2/3). *� ���� � ��	��� ���	����: ���� ����� 
����������� ��������� ������ ����	� ��������� (0,1)=p  � (0,1)=q , �� 
�� �����"� ������� 1 ��� �	�� � 2 ��� ���� (��� �
��� 
���"��� ���-
�������� �����"�). &��� 
�������� ����	 	���������� ���������, 
����������� �� ����������� ��������� � 
 � � � �, ��� ��� ���� ���� ���� 
���������� ������� ����"�, ��� ���������� ��
������ � ������ 
	����"���� �����"� [���� �	� ������ �����: (0,1)=p , � ����  	����: 

(1, 0)=q , ��� ��������, �� �����"� ����� ������ �	�	� ���� �	��]. 
�������  ����� ���	����� ������� ����
����� ������, �. �. ��-

��	��������, ���������  ���, ��� ������ ���	� � � � �  � � � � � � �  � 
��������� ����� ���������. !������� � ���	������ ����������� ��-
�
��������� 
������� ������. 

#���� 
���
���������, ���  
������� ���� ���	���	�� ���� ��-
��� �� �������� ����	 	����������. (����� ����� �
������� ��� ��-
��� 
�������, ������ �� ����  	����� �����"�, �, ���	�����, ����-
����� �� ���, ��� ��	��� ������ �����	�� ����������. !�� ���� �����-
����, ��� ������ �����  	����� �����"� ��	� ��	��, ��  ��
�����-
������� ������� �� ��	
���. 

-���	 ���  �������� ������������� ���	����� 	�������� ���-
 ����� ������ ����������	�� ��	� � ��	���: ��	
���  
��������, 
��������� �����"����, ������� ��������, 
�������� 	����� � 
���	
� 
� �. �. ��� ��� 
������� ���	�  ��������� ���
��� 
��	���� ���������  
������ �������. 

)���,  ������� ������� ��
������������ �������� ����	 
	����������, ��������� ����
��	������. � ���� ���� ��	������ �-

���: ���� ������ ���	� ��	
���  
�������� � ���������� ��������, 
�� ����� ������ ���	� ����� ���	������� 
��������.  

.��	��� 
������ � ������	 ����������� ���  ���
�������� �-
������.  

#��������� ���������	� ���	,  ������� �����"� 
����� � 
������ ������ ������ ��������� ( ) ×= ∈�m n

ijaA  � ( ) ×= ∈�m n
ijbB .  

!	��� 1 2( , , , )� mp p p=p  � 1 2( , , , )� nq q q=q  � ���"����� ������-
��� ������. ��� ���  

 0ip � , 1,2, ,�=i m , 
1

1
m

i
i

p
=

=� , 0jq � , 1,2, ,j n= � , 
1

1
n

j
j

q
=

=� , 

�������� ��� �������� ������� 
�� �����"��  
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 ( )1 2
1 1 1 1

( , ), ( , ) ,
= = = =

� �= � �
� �
�� ��

m n m n

ij i j ij i j
i j i j

M M a p q b p qp q p q  


���������� �����  � 
 	 � � 	 �  � � � � � � � 	  ����� 
�������� � ����-
�������� ( , )ij ija b , 1, 2, ,�i m= , 1, 2, ,�j n= 67 ���7 �����7 ( , )ij ija b  ������-

��	�� 
���� �����"�� ������  ��	��� ����� ��� ���� � � � � � �  
� � � � � � � � �. 

!�� ���� ����� 1 2( , )M M′ ′  ��������
	 ����	 1 2( , )M M′′ ′′  ����  

 1 1

2 2

,′ ′′>�

 ′ ′′�

M M

M M�
            ���            1 1

2 2

,

,

′ ′′�

 ′ ′′>�

M M

M M

�
 

��� ��������, ��� 
�� 
������� �� 
���� ����� �� ����� �����" �����-
�� �� ������ �� 	����"����, � 
�� ���� ���� �� 	 ������ �� ������ �-
����" 	��������. 

-������� �����, ��	������� �� ���
	� (�. �. �� �������	���� 
��	����), �
�������� ���: 

 { }1 2 1 1 1 2 2 2( , ) , , ( , ) ( , ), ( , ) ( , )S S S M M S M M∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ∈ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈p q p q p p q p q q p q p q� �� . 

&��� ������ �� �������� �����, �
��������� 
� !�����, �� �����, 
 ������� �����"� 
����� � ������ ������ ����	��� �� ����"� �� ���-
�������� �����"�� α  � β , �� 
��	����� �
�
�������
 ����
�	�� 

 { }1 2( , ) ( , ) , ( , )M M∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ∈ α βp q p q p q� �� � . 

)������, ����������, ����� ����� ������� ��� �
��������� 
���������, ��������	���� ������ �� 
����������� ��������. 

'	����	�� ��������� �
����� ���������� �������� ��������-
����� � ��������� ����� ����� �� 
����������� ��������. '���� 

������ �� ��� �����������  ����� ����� ������ ���������, ������� 

������� ������� �������"�� �	������� �����, �� �������� ���� �� ��-
���� 
����� ��	���	 ��������	� �	��	. 4��� �
����, ������� ��, 
���-

������� 
�������� ������������ ����"���� ����	 ��������. 

&��� �� ����������� � ����� ����� �� 
����������� �������� 
������� �� 	������, �� ����� 
��������� �� 
�������� ���	 �� ��� ����-
����� � � � � � � � � � � �  � � � �. *�
�����, ����������� ��	� ���� 

��������� ������� ������ �� 
����������� �������� �
�
��
 $��� 
� ���	� 
��	 ���"����� ���������, ������� ��������� ������	� &���-
��� $���, ������� ���� 
���������� 
���"���� �����"�� ������ 
��� ��������������� (������������) �����"���. 

#��������� ��������� *�"� 
���
������� ��"���� ������ ������-
��������� 
�������������� 
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( )( )1 2( , ) ( , ) max,

( , ) .

N M M= − α − β →
∈

p q p q

p q �
 (10.3.1) 

+�����  	����� ���� ������ ��������� &�����
� $���, � �
��-
������� ��"���� ������ (10.3.1) � �
�
��
� $���. 

#�"���� ������ (10.3.1) ����� �	����	��, � ����  
���������� 
�������� V ���� ���� �� ���� ����� ( , )∈p q � , ����� ��� 1( , ) > αM p q , 

2 ( , ) > βM p q , �� ��"���� ������ (10.3.1) ����������. 
���������	%	%� ������ ���,����� 0�.,5)����*�� �� .������������� ����6

�����	 ����	���� ����� 
���������� �������� � ��"���� *�"�  ����, 
�
�������  
������ 10.3.1 
�� 	�����, ��� ����������� ���	� ������-
����� �� ��������. 

�
�
�
	� -������� ��� �������� 
�� �����"�� ������ 

���������� �������	��������� ABCD �� ���. 10.3.1.  

 

 

����

�	��

�	
�

&���	�  �	

'

(

)

*

+

E &	�

������

 
�#	���	%	�	�,�
-����
�
-	���������	�����.��

��
-����
�/����
�	������
�
��
����
-����
��

���

�����	��
�����	�����	�����0	$��������$1%�������

 
 
.������, �������� !����� ��������	�� ������� BCD, � 
���-

������� �������� � ������� ECF. 
!�����, 
��������� ����� ����� B(�10, 0) � C(�1, �1), �������� 

	�������� 2 1( 10) /9M M= − − , � 
�����, 
��������� ����� ����� C(�1, �1) 
� D(0, �10), � 	�������� 2 19 10M M= − − , 
�����	  	����� *�"�  
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1 2 1 2

1
1 1

1 1 1

2
1 1

1

2
1 1 1

( , ) ( 8)( 8)

10
( 8) 8 , [ 8, 1],

9
( 8)(8 9 10), [ 1, 2 / 9]

54 496
, [ 8, 1],

9
9 74 16, [ 1, 2 / 9].

N M M M M

M
M M

M M M

M M
M

M M M

= + + =

� +� �+ − ∈ − −	 � �= =� �

	 + − − ∈ − −�

�− + + ∈ − −	= 

	− − − ∈ − −�

 

8	����� *�"� �� ������������ �� 
���������� ��������, �. �. �� 
������� ECF, 
�� ���� ������� EC �������� 	�������� 2 1( 10) /9M M= − −  

�� 1 [ 8, 1]M ∈ − − , � ������� CF �������� 	�������� 2 19 10M M= − −  
�� 

2 19 10 [ 8, 1]M M= − − ∈ − −  (���, ��� ����������, 
�� 1 [ 1, 2 /9]M ∈ − − ). 
-�����	�  	����� *�"� �� 
���������� �������� ����������� 

 ����� 1 1M ∗ = −  (��� ��  	����� *�"� 
��������� �� ���. 10.3.2).  

!�� ���� 2 19 10 1M M∗ ∗= − − = − . 
*� ���. 10.3.1 ��"���� *�"� ��������	�� ����� C, 
�����	 ���� ��-

��������� ����� ���������� 
�������������, �� ��� ���	� ���������-
�� ��� �� 
����������, � ����� 
��	��� ���� 
� �����	 ���	 ����������. � 

  
�#	���	%	�	����2	��23���		�45���

���

�����	��
�����	�����	�����0	$��������$1%�������

 
���������	%	&��������'���/��/�'�������.����������������������	 ���-

�	���� ����� 
���������� �������� � ��"���� *�"�  ����, �
�������  

������ 10.3.2 
�� 	�����, ��� ������ ���	� ����������� �� ��������. 

��

	��

�	�

&	

6�&	��

��
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�
�
�
	� -������� ��� �������� 
�� �����"�� ������ 

���������� ���	��������� OAB �� ���. 10.3.3. .������, � �������� 
!�����, � 
���������� �������� ��������	�� ������	 AB. 

!�����, 
��������� ����� ����� A(1, 2) � B(2, 1), �������� 	����-
���� 2 13M M= − , 
�����	  	����� *�"�  

 
1 2 1 2 1 1

2
1 1 1 1

2 2 2 2
( , ) 3

3 3 3 3

20 21 2 14
3 .

3 4 3 9

N M M M M M M

M M M M

� �� � � �� �= − − = − − − =� �� � � �� �
� �� � � �� �

� �� �= − − = − + −� �� �
� �� �

 

4��  	����� ��������� ������	�� 
�� 1 ( 3) /[2 ( 1)] 1,5M ∗ = − ⋅ − = . !�� 

���� 2 13 1,5M M∗ ∗= − = .  

����� 1 2( , )M M∗ ∗  �� ���. 10.3.3 ���������� D. .�� ��������� ���� 


��������� ������� AB, 
�����	 ��"���� *�"� �����: (1/ 2,1/ 2)∗ =p  � 

(1/ 2,1/ 2)∗ =q .  
4�� ��������, ��� ������ ���	� ����������� ������� (��	������ 

������� � ��������� ��	� �� ��	��)  
������ ��	��� �����, �  ��	��� 

������ �  	����, ����� �����" ������� �������  ������� 1,5 ���-
���� �� ���� ����. � 

 

 

	

�

7� 	 �

&	

�

(

)

*

&��

�������

�������
 

�#	���	%	%	�,�
-����
�
-	���������	�����.���
-����
�/����
��

	������
�
��
����
-����
����

�����	��
�����	�����	�����8��������
���

���������	%	+	� ����	���� 
������ ������ ����������� ����, ��-
������ ��������� 
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6 9 9 7

,
8 2 4 10

� � � �
= =� � � �
� � � �

A B . 

�
�
�
	�!	��� ( ,1 )p p= −p  � ( ,1 )q q= −q , ��� [0,1], [0,1]p q∈ ∈ , � 
���"����� ��������� ������. ����� �������������� �������� �����-
"�� ������ ���� ������������ 

 1( , ) 6 9 (1 ) 8(1 ) 2(1 )(1 ) (6 9 ) 7 2= + − + − + − − = − + +M pq p q p q p q p q pp q , 

 2 ( , ) 9 7 (1 ) 4(1 ) 10(1 )(1 ) (8 3) 6 10= + − + − + − − = − − +M pq p q p q p q q p qp q . 

-���������� ��������� ������ �
���������� �� 	����� 

 ( ) { }[0,1][0, ] [0, 2 / 3] [2 / 3,1]

20
max min (6 3 ) 2 max max (7 2), max (8 2 )

3∈∈ ∈ ∈
α = − + + = + − =

qp p p
p q p p p  

(��� ������	� ����������� 
�� p* = 2/3), 

 ( ) { }[0,1][0,1] [0, 3/ 8] [3/8,1]

31
max min (8 3) 6 10 max max (2 7), max (10 6 )

4∈∈ ∈ ∈
β = − − + = + − =

pq q q
q p q q q  

(��� ������	� ����������� 
�� q* = 3/8). 
����� �������, ����������� ��������� 
����� � ������ ������ 

���� (2 /3,1/3)=p  � (3/8, 5 /8)=q , � �� �������������� �����"� ��-
������� 20/3 � 31/4 ������������. 

-������� ��� �������� 
�� �����"�� ������ 
���������� 
�������	��������� ABCD �� ���. 10.3.4. .������, �������� !����� ��-
������	�� ������	 BC, � 
���������� �������� � ������	 EF. 

!�����, 
��������� ����� ����� B(6, 9) � C(9, 7), �������� 	����-
���� 2 113 2 /3= −M M , 
�����	  	����� *�"�  

 
1 2 1 2 1 1

2
1 1 1 1

20 31 20 2 31
( , ) 13

3 4 3 3 4

20 21 2 2 349
35

3 4 3 3 36

N M M M M M M

M M M M

� �� � � �� �= − − = − − − =� �� � � �� �
� �� � � �� �

� �� �= − − = − + −� �� �
� �� �

 

�� ������� 1 [20 /3, 63/8]M ∈  (�. �. �� ������� EF; 
�� 2 31/ 4=M �������� 

1 3(13 31/ 4) / 2 63/8= − =M ) ��������� ������	��  ����� 1 349 / 48∗ =M . !�� 

���� 2 113 2 / 3 587 / 72∗ ∗= − =M M . 4�� ����� �� ���. 10.3.4 ���������� G.  
����� (349 / 48, 587 / 72)G  �������  � 
 	 � � � �  � � � � � � � � � -

� �  ����� B(6, 9) � C(9, 7), �. �. 

 
6 9(1 ) 349 / 48,

9 7(1 ) 587 / 72,

λ + − λ =�

 λ + − λ =�

 

���	�� 83/144λ = . 
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����� B ��������	�� ����	 ������ �������� ���� 
���� ��-
���� ���������, ����� C ��������	�� ����	 
���� ������� ���� 
��-
�� ������ ���������, � ����� ������� � ���� ����� ������ ���������, 

�����	 ����� G ��������	�� ���	, ��� 
���� ����� ������� ��� 

��	� ����	� ���������, � ����� ����� � ����������� 83/144∗ = λ =q  

������� 
��	� ����	� ���������, � � ����������� 1 61/144∗− =q  � 
���	� ����	� ���������. 

����� �������, ��"���� *�"� �����: (1, 0)∗ =p , 

(83/144, 61/144)∗ =q . !�� ���� ������� �����" 
����� ������ ���� 

1 349 / 48∗ =M , � ������� �����" ������ ������ � 2 587 / 72∗ =M . ��

 

	

�

&��

� 	

(

*
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9

+

'
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��������
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����
��
�����
����
��
�����
��������

)��� � �	���� ��� ���	���� �	���� ��������� �
��
������, ��-
�� �������� ��������� 	�������� ���� ������� ��
������ ��������� 
�������. 

'��"����� ���������  ��
������� ����� �������� 	�� �� ����-
���� �����������, �  	������� (��� 
����������) ���
��������� ��
��-
����� ��	������ ������ �� ��������	���� ��������. !�� ���� ��-
������������ �������� �����"�� �� �	�� 
����������  ���������. 
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-���� ��������, ��� ����  ��
������� ���� � �	���� �	���� 
 	����� �����"� 
����� ������ ��
������ 
� ��� 
���������, �� 	 
������ ���� �
��������� ���"����� ���������. 

#��������� 
����� ��
������� ���� � �	���� �	����. 
���������	&	�� ������ �7����(� ��1,-��	 � �	��� 
�������� 	������ 

���. � ��������� ������ �	������ ��������� �� ���������� d0 � 
� ������� 
�������� ����������. � ���
�������� ������� �	������ ������� ���� �-
�����, ������� �� ����� 
��������  
�������� � ������ ���������� (��-
����� 
�� 	�����, ��� �	����� ��), �� ����� ���� 
������ � 
�������	 

����	�. !	���  	����� pk(d) ������ ���������� 
�������� 
�������� k-
� ������� (k = 1, 2) � ���������� d. !���
������, ��� ���  	����� ��
����-
�� � 	����� �� ������� [0, d0]. #������������� " 	 � � 	 �  � 	 � � �, ����� 

�������� ���"�� ������� ��	� ��	��. ����	����  ����������� 
����-
��� ������  ��� ��
������� ���� � �	���� �	���� � �
�������� �
��-
������� ������ ��������� ������ (���� ����� ��������� �	����	��). 

�
�
�
	�'�������� 
����� � ������ ������ �
���������� �-
����� ����� 0 0[0, ], [0, ]∈ ∈x d y d  � ����������, � ������� �	������ 
�������� 
�������� ��� �������. 

������"�� F(x, y) 
����� �	������, ���� �� �������� � ���������� 
x, � ��� 
������� � � ���������� y, 	����� ������� ���������� ����, ��� 

���� �	����� 
������ ������. .������, 

 1 0

2 0

( ), 0 ,
( , )

1 ( ), 0 .

p x y x d
F x y

p y x y d

�
= 
 − <�

� � �

� �
 

(2���� �� 	���, ��� ���� x < y, � ����� ����� 
����������, �� 
��-
��, 	���"� ������ 
��������, ��������  ���� � ���������� 0 ����� x.) 

!������, ��� "	���� �	��� ����� ��"����   � � � � � �  � � � � -
� � � � � �: ��� ��������� �����: d* ��� 
����� �	������, d* ��� ������, 

�� ���� ���� ���� ���� p1(d

*) [����� d* � ����������� ������ 	����-
��� 1 2( ) 1 ( )∗ ∗= −p d p d ]. 3�����������,  

 1 1 0
1

2 1

( ) ( ), ,
( , ) ( ), ( , )

1 ( ) ( ), 0 ,

p x p d d x d
F d d p d F x d

p d p d x d

∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

�
= = 
 − = <�

� � �

�
 

 1

2 2 1 0

( ), 0 ,
( , )

1 ( ) 1 ( ) ( ), .

p d y d
F d y

p y p d p d d y d

∗ ∗
∗

∗ ∗ ∗

�
= 
 − − = <�

� �

� �
 

����� �������, ( , ) ( , ) ( , )∗ ∗ ∗ ∗F x d F d d F d y� �  ��� ����� 0[0, ]x d∈ , 

0[0, ]y d∈ , ���	�� � ����	��, ��� ( , )∗ ∗d d  � ������� ����� ������ ����. 
� ���������, ���� �������� ������ �������� [�. �. p1(x) = p2(x)], �� 

���� ����, �������, ���� 1/2, � d * ������� ������ 	������� p1(d
*) = 1/2. � 
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�  � � � " 	 � � � �  � 	 � � �  ������ �� ���"�� ������� ��	� ��	-
��, 
�����	  

 ( )
1 0

1 2 0

( ), 0 ,
( , )

( ) 1 ( ) , 0 .

p x y x d
F x y

p x p y x y d

�
= 
 − <�

� � �

� �
 

0������� 
����������� ��������, ��� ���"	���� �	��� �� ����� 
��"����  ������ ����������. 

!������� � ������������ ��
������� ��� � ��
�����
�������� 
����������, �������, ��� ��"���� *�"� (�  �������� �����, �  ��
��-
�����) ����� ��������� ����������, ������� �����������  ���, ��� ��� 
�� 
��������  ������ 	 � � � � �. 4�� ���������	�� 
����� ���� «������-
���	�� � ��������»,  ������� �������� ����� ���������� 	�������� 
������������ ���� ������ �� 100% (
��������� ���� ���	���� ��� �����-
���� ���������� �	���, � ��� ������������ 
������� 1 ���. �	�.) �� 0% ( 
���� ��	��� �������� �	��� ��������, � 
��������� ���� ���	���� ��� �����-
���� ����������  �500 000 �	�., � ������������ 
��	��� �	��	� 
������). 
#����������� ����� 
��������� � ���������� ������ 
������ (���� ����-
���). -���������� �����"� ������ ���� �	��, � ��"���� *�"� ( ��� 
�� 
��������� 	�������� ��������) �������  ���, ��� ������������ � ��-
������ ����� 
������ 
����	 � 
� 500 ���. �	�. .����� 
�� ���� ������-
�	���� ���  ���, ��� ������������ ���������  ������� ����� ������� 
�-
�������, ��� ��������. 3�����������, �������� ����� ��
��
�������� 
������������, ������ ��"�"��� �� ����� ��	���� "��; 	����� 
��������� 
�����	 � ��� ������� �� ����� 
����
������, �  ���	������ ��������, ���-
��� ����, �	��� 
��������� �������� �� ���
���	 ����  ��� ��	���, ���� ��-
���������� �� �	��� �������� � ��� 
�������. $����� �� ������������ 
	����"��� �	��	, ������� �� ������� � ����������, 
���� �������. 

3�	��� 
������ � � 
 � � � �  � � �  � � �  �  � � � 	 � �  � �  
� 	 � � � �, �
�������� ������������  ��� �� ����� ������ �����, 
��������������  ����	���� ����. 

�����"������"������"������"� �����#$����
�����#$����
�����#$����
�����#$����
��������

��� ����, ������� ��������������  ���� ���� �� ��� 
��, ���� 
������  ��� ��������� ��������� &���
, ������� 
���
�������, ���: 
1) ������ �������� ������ I (�� ���������� ��������, ����� ���-

����, ��� k ������ ������ ����� ��������, �. �. I = {1, 2, �, k}; 
2) ��� ������� ������ i I∈  ������ �������� �������� ��������� { }ix ; 
3) ��� ������ ��	����� (�. �. ���������� ����� �������� ���� 

���������: x1 � 
���� �������, x2 � �����, �, xk � k-� ����-
���) ������ �����"� ������: H1(x1, x2, �, xk) � 
�����, 
H2(x1, x2, �, xk) � ������, �, H1(x1, x2, �, xk) � k-��, �. �. ������ 
&������ �������
�. 
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������� ��	+	�� ������ ������������ �������� �� �����,-��/� 8������	 
����	���� �������� ��������	�  ���	 ���� �� 
������ 6.1.2. 

�
�
�
	�� ����, �������������  
������ 6.1.2, �������� ����-
�� I = {1, 2}, �������� ��������� 
����� ������  

 { }1 2
1 1«�
������ 1 �	�.», «�
������ 5 �	�.»x x= = , 

�������� ��������� ������ ������  

 { }1 2
2 2«������ 1 �	�.», «������ 5 �	�.»x x= = , 

�  	����� �����"�� ������, �������, �������� ���: 

 

1 1 1 1
1 1 2 2 1 2

1 2 1 2
1 1 2 2 1 2

2 1 2 1
1 1 2 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2

( , ) 1, ( , ) 1,

( , ) 3, ( , ) 3,

( , ) 3, ( , ) 3,

( , ) 5, ( , ) 5.

H x x H x x

H x x H x x

H x x H x x

H x x H x x

= − =

= = −

= = −

= − =

 

/���� �����, ��� 2 1 2 1 1 2( , ) ( , )H x x H x x= − . � 
! � � � � �  ����, ��������  ����������  ����, �������   � � � � -

 � � � � � � � �  ����� �������� ���� ���������. �� ������ ��	����, 
����	 ���, ������ ������ ���� 
 � � � � � �  � � � � � � �. 

����� ���� ��������� ��!���������. !������ 
���������� ���� 
�������  
�������������� 
������� �� ����� 
 � � � � � �  � ��	���, ��-
����� ��	���������� ���� 
	��� ����� �������� �������� � � � -
� � � � � � �    ���������� � 
������� ����, ���� ��	������ ������� 
( ���� ��	��� ������ �  � � 	 � � � � � �  � � � �). 

-������� 
������  ����� ���� ����� 
���������  ��� 	
���-
��������� ��������, ������� ��������� �
�
��� ����, � 
���������� 
����� ���  ��� �����,  ������� ��������� �� ��"�� ��������� ����-
��	
����� � ��������	�� ������	 ��������� 
����� � ���
���� � 
������� �����"� ������� �� ������ 
�� ���������� ���� ��"��; 
������ �� ��������������� ��"�� ��������	�� ���� ����	 �������-
��� ������� ����� �� �������� ����������, ���� ��	������	 ���	; 
����� ��������������� ��"�� ������� � � � � � � � � �   � � " � � �  (��-
������	���� �����	 
����� ����). 

#�������� 
���������� ���� � 
����� �� �������� � � ��
�����. 
� � � � � �  �  
 � � � � �  � �  � � � � � � � �  ������ ����� 
�� ���� ���� 
�����,  ����� 
������ ����� ���� �� ���������. � � � � � �  �  � � 
 � � -
� � �  � �  � � � � � � � �  �����, �������� ���, �� ����� �����,  ����� 
������ 
������ �� ���������, �����	 ������� ��"� ��&����������
 
����
�	�� � ��������� �������� 
������, ��������� �� ������ �	 

������,  �������  ��������� ��������� �����, �� ����� � ��	��� 
���-
��� ( ������� ����� ��� �� ����������). 
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���������	+	�� ���0�3�����(�������������������������� '� ��,��/���6

8����3��/�	 ����	���� 
�������������� ���	, �
�����	�  
������ 
6.1.2,  ���	����, ����� ����� ����� ����� ���������� 
 � � � � � � � � �, 
���	� �����	 �
����� 
����.  

�
�
�
	�3���� ���� ���������� �� ���. 10.5.1. '���� ����� �� 
���. 10.5.1 ������� �� ����������� �������� ������. 

'�������� 
����� ������ �����: 

 1 2
1 1«�
������ 1 �	�.», «�
������ 5 �	�.»x x= = , 

� ��������� ������ ������ 	����� �������  ��� 
��� ���������� 
[y1, y2], ��� 

 { }1 2
1 2 2 2, «������ 1 �	�.», «������ 5 �	�.»y y x x∈ = = , 


���� �� ���� ���������� y1 ��������	�� ����	 ������ ������  ��	-
��� ����� 
���� ��� 
���� �����������, � ����� ����������� y2 ��-
������	�� ����	 ������ ������  ��	��� ����� 
���� ������� ��� 
����� �����������. 

.������, 	 ������ ������ ���� ������ ������ ���������: 

 1 1 1 2 2 1 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2[ , ], [ , ], [ , ], [ , ]x x x x x x x x . 

������"� ������ 	����� �����  ������	 

 
1 1 3 3

3 5 3 5

− −� �
� �− −� �

. (10.5.1) 

'����� ���� ������� ��������	�� ����	 
���� ������� ���� 
��������� 1

1x  � 2
1x , � ������� � ����	 ����� ������� ���� ��������� 

1 1 1 2 2 1
2 2 2 2 2 2[ , ], [ , ], [ , ]x x x x x x  � 2 2

2 2[ , ]x x . 4������� ������� ���� ��������	�-
��� �����"�� 
����� ������ ( ������ ���� �����" ������ ������ 

�����
������ �����"	 
�����). 

 

 
�#	���	+	�	�0����
��
�	�	
��
�	�������������	���
���������
$�
�	�2
����	��

����������	
���

����������	
���

���������	
���

���������	
���

��	��������	
�����	�������	
���
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���
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���

������ ������
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*�
�����,  ���� ������ ������ ������� ����� �����" 
����� 
������, ���� �� ����� ��������� 1

1 «�
������ 1 �	�.»x = , � ����� ����� 

����� ��������� 1 1
2 2[ , ]x x  (�. �. ��������� �� ����, ���	� ����������	 

����� 
���� �����, ����� ������� 1 �	�.). )���, 
���� ����� �
����� 
1 �	�., � ����� ����� ���� 1 �	�., ������, �����" 
����� ������ ���� 
�1 �	�. ������"�  ��������� ���	����� �
���������� ����� ����� �� 
�������. 

3����� ��������� ���� ����� �����	� ����	 (�1), ������� ����-
����	�� 
���� ������ � �����	 ������	 
�������� ������� (10.5.1), 
�. �. ����	 
���� ������� ���� ��������� 1

1 «�
������ 1 �	�.»x = , � ��-

��� ������� � ��������� 1 2
2 2[ , ]x x  (�. �. ������ 1 �	�., ���� 
���� ����� 

�
����� 1 �	�., � 5 �	�., ���� 
���� ����� �
����� 5 �	�.). � 
!������� ���	���� ��� 
���������� ��� � 
����� �� �������� 

��
���� �  ������ ��� ������������� 
������ ���������� ���� ������-
������� ����	���� �������. 

�������	 '���� ��!�������� ���� � ����� ��&������
� ������-

�	�� �
��	���� ��	������ ���
, � ��	���� ��"
�	��
	 �
����� 	��-
�� � ���	�� �	��	
����. 

4�� ������� ��������,  ���������, �	��������� �
��������� ��-
���� ���������  ����� ��
� "����� � "�"��; ����� �
��������� ��������� 

��� �� �������, �� ��"� 
����	, ��� 
�������� �������, � ������� ��-
�����, ��
�����, "�������� ����, ����� ����� 
� ������	, � �� ������ ��-
�������� ���
������� 
��� �� 
�� ���	, ������ ������� ���������� 
���
���������� ���������  ���������, 
�-������	,  ������"�� ����-
������� 
������ � ��������� �
��������� "�������� ���������. 

)��� ���� ������� � 
����������� ������ � ��
����� �� ������-
�� (� ����� ����� ���������, ��
�����, ������ � ����"����� ��������� 
���). #��������� ���������� 
�����. 

������� ��	+	�� ���0�3�����(� ����� ������������ �������� '� ����,��/�

��8����3��/�	 ����	���� 
�������������� ���	 «$�������� ������» 
��� 
��������	� ���	 � ��
����� �� ��������.  

�
�
�
	�)� ����������� �������� ������  ����� ��	��� ��-
���"��� ����� �� ���. 10.5.2. 

��
��� �� 
��	���� 
��������	� ���	 � ��
����� �� ��������: 
�����	 �����	  ������ ��� ���� ������� �� ����������� ��������, 
�� ��������� ���������� 
������ �� �� ������������ ��������,  ��-
����� �� ��������� (���� ��� 
���� �� ���. 10.5.2). 

� ���� ��	��� 
���� ����� ����� �� ���������: 

 
1 2
1 1«�
������ 1 �	�.», «�
������ 5 �	�.»x x= = , 

� 
�������	 �����	 �����	 ���� 
����� ���������, 	 ������ ������ 
���� �� ���������: 

 
1 2
2 2«������ 1 �	�.», «������ 5 �	�.»x x= = . 
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�#	���	+	�	�0����
��
�	�	
��
�	�������������	���
�����������
$�
�	�2
����	��

-������  

 
1 3

3 5

−� �
� �−� �

 

�����"�� 
����� ������  ���������� �� ����� �������� ���� ����-
����� ���� ���� 
������� ����������  
������ � 6.1: ��� ������� �� 
����� ������� �����  ������ ����������, � �
��������� ���"����� 
��������� ������ �����: (2 / 3,1/ 3)∗ =p , (2 / 3,1/ 3)∗ =q , 
�� ���� ���� 
���� ���� 1/3ν = . ��

!������� ��
��� �

���� ������ ��� � ����������� ����	������ 

����������� ������������� 
����������� ����
������ � 
�������.  

������� ��	+	%� ������ �������.�� ,���,-��'��� ������������� �9�'��)�6

��(��	 !����������� 
����������� ����
������ 
������ �������� �� ��-

��������� ���� 
���	����. !���������� ����� ���������� 
��������� 
����������	� ��
�� 
����������� 
���	��� (
� ���� c ���. ��.) ��� 
����-
��	� (
� ���� d ���. ��.). !�� ���� 
���������, �����	� 
������� ��
�����-
���� ��������������� 
����������� ����
������,  �������� ���� 
������-
��� �� ��
��������� ��������� ��
��, � ������������� ����������� ����� 
��
�� (� ���������, � 
��������) 
����������� ���� 
� �������� �� ���� 
���������� ���������. !�������	 ������������ ����� 
����������� 
���-
�	���� ��������������� ��
����, 
����������� ����� 
���
�������� 
�
���������� ���� 
� ����������� 
����������� 
�������� ��
�� � 
��-
������� �� � �������������. !�� ���� �� 
������ �
���������� �������� 

� ����������� 
������ ����������� ��
��������� 
����������� ����
�-
����� ( ������� l ���. ��. �� 
�����	 ������� 
����������), �� ���� �	-
��� �����	���� ���������� ��
��������� 
����������� 
���	���, 
���-
������� ��
�����  
����	 
����������� "���  ( ������� f ���. ��.). 
����	���� 
�������������� ����	� ��� �����	� ���	����. 

�
�
�
	�.������, �
�������� ����	���� ������"����: 

 0;f l c d> > >�      f > c + l. 

���

����������	
���

����������	
���

���������	
���

���������	
���

���

��	��������	
�����	�������	
���

��

���� ������ ������ ������
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%	��� ������� �����, ���  
 l > 2c 

(
�������� ��������� ���������� ���	, ��� c �  l < � c). 
3����� ��� ������� ���	���� ������� ��
����� ������������ 

� � � � � � � � � �  � �  � � � � � � �, ����� 
���������� ����� 
���������-
��� ����� 
����������� ����
������ (��������� ��� ��� 
��������), � 

����������� (� ���	������) �� ����� �������� «��������» 
��������-
�� �� 
���������� � 
�����. 

#��������� 
��������	�  ���	 ���� � 
������� �� ����� 
(���. 10.5.3). !���� ������� ������� 
����������, �� ��������� 
��-
������ ���� �� �	� ��"����: 
��������� ������������ ��� 
�������� 

���������� ����
������.!����������� ������� ����� �������, 
�-
������	 �� ����� 
������ ��"���� 
� ��������� 
������ ������ 
���� 
����, ��� 
���������� ������� ��� ���. 

 
 

�#	���	+	%	�0����
��
�	�	
��
�	�����
�/�
������$���$=�
��	���
������
�
�
�����%��	���

!�������	 
�����������  ������ 
������� ��"���� �� �����,  
����� �� �	� ����� ���� ���
������������ �� ���������, ������ ���-
 ������� ���	����  �������	���� � 
������ ����������� ���� � �����-
���� �����"�� 

 , .
0

c c c l �

f d d f l

− − −� � � �
� � � �− − − −� � � �

 

'����� ��������	�� ���������� 
����� ������ (
����������): 
• ��
�������� ������������ 
���������� ����
������; 
• ��
�������� �������������� 
���������� ����
������. 

'������ ��������	�� ���������� ������ ������ (
�����������): 
• ����������� 
�����	 �������� �� ��
��������� 
����������� 


����������� ����
������; 
• �� ����������� ���	� 
�����	. 

���

�������������� ��

!�����"#�
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!�����"#�
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!	���  

 ( ;1 )p p= −p ,        ( ;1 )q q= −q  �  

���"����� ��������� ������: 
���������� � ����������� p 
���������� 
������������ 
���������� ����
������ [� � ����������� (1 � p) � ��-
������������], 
����������� � ����������� q �������	�� 
�����	 ��-
������ [� � ����������� (1 � q) �� �������	��]. 

-������� �������� ������ ����  ���������� �� ����� ��-
������ ���"����� ��������� 
���������� �� ���. 10.5.4.  

-���������� �����"� 
���������� � 
����������� ���� ��-
����������  

 max{ ; }c d f cα = − − − = − ,          max{ ; 0} 0c lβ = − = . 

-������� !�����-�
��������� ������ � ��� ������� ABC, � 

���������� ��������, ���������� �� �������� !����� ������������ 
�����"���, � ��� ��������� ������ �� ���. 10.5.4 ������� 

 1
1 2 1

( )
; [ ; ]

c d
BC c d

c d

� �π +� �= π π = − π ∈ − −
 � �−� �� �
. 

#�"���� *�"� �
���������� ������	���  	����� *�"�: 

 

( )

( )
1 2 1 2

1 1

1 2 1 2
( ; ) ( ; )

1 1 1
1

[ ; ] [ ; ]

max ( ; ) max ( )( )

( ) ( )( ) ( )
max ( ) 0 max ,

4

BC BC

c d c d

N

c d c d c c c d
c

c d c d

π π ∈ π π ∈

π ∈ − − π ∈ − −

π π = π − α π −β =

� π + � π + π + −� � � �= π − − − − = − =� � � �� �− −� � � �� �
������� ����������� 
��  

 1 2

c d+π = − ,      2 2

cπ = , 

��� ��������	�� ���"����� ���������� ������  

 ( )1/ 2; 1/ 2N =p ,      (0; 1)N =q . 

)���, ������������ 
����������  
������ ��	��� 
���
����� ��-

��������� ��������������� 
����������� ����
������, � ������������	 

����������� ������� �� ������ ����������� 
�����	 ��������. 

&��� �������  	����� 
��������� � 
����������, � 
����������� 
������ ������������, 
�����
������� ���������  ��� ������� ���	-
���� �� 
���������. 

����� �������, �� ���������� �� ���������� 
������������ � 

����������� 
����������� ����
������ � ����	, ������������ 
�����-
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����� ������  
������ ��	��� 
���
����� 
��������� ������������ 

���������� ����
������, � ������������ 
����������� ������� �� �	-
��� ����������� 
�����	 ����������� ��
��������� ��� 
���	��� 
���-
���������. 

��� �	��� �����, 
��� ���� �������� � �	��� ����"� ���� 
����-
���� ��
�� d. � ��	��� ��, ����� c = d, �������, 
���������� 
���
����� 

��������� �������	� ��
��, �� 
�� ���� 
������ 
����������� �	��-
������ ���������� (���� �� 
���������  	�����). � 
 

 
�#	���	+	&	�,�
-����
��
��
-����	��
�
��	�����
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������	���%��
�����������	���%��
�����������	���%��
�����������	���%��
�������������#�����#�����#�����#���������

1. (�� �� 
������� ����������� ���������� ���"����� ���������? 
2. (����� �� �	� ������ (
���� � �����) ���	� 
������� «��-

����» (�	���), «�������» (	����������� � ������� 
�����) ��� 
«�	���	» (������). (����� �	
�� ������� (� 
�����	 ������ �-
������� 	 ������ 1 �	�.), ������� ���	� �	���	 (� 
�����	 ���-
���� �������� 	 �	���� 1 �	�.), � �	���� ���������� ������ (� 

�����	 �	���� �������� 	 ����� 1 �	�.). ��� ��������� ��	��� 

������ � �����. (���� �
��������� ��������� ������? 

3. 3�� ��������� ���, �������� ����� 
��������� ���������, 
������� ������ � ������ ���	, � ������� �����" 
����� 
������ 
�� �
��������� ��������� � 
�� ����������� ���������: 

 �) 
4 5 0 3 2

3 1 2 2 7

� �
� �−� �

6 

 �) 

0 1 0 2 3

1 2 1 1 0

1 2 1 2 0

−� �
� �− −� �
� �− − −� �

6        ) 

1 3 2 1

1 1 1 4

4 1 1 3

1 2 5 1

−� �
� �−� �
� �−
� �−� �

. 

4. 3�������, ��� ���� 
���� ����� �	��� ������  ���������� �� 
���� �
��������� ���"����� ����������, � ����� ����� ������ 
��� j-� ����	� ��������� (
�� 	�����, ��� j-� ���
������ ��-
���� �
��������� ���"����� ��������� ������ ������ ������ 
����"� �	��), �� �������������� �������� �����"� 
����� ��-
���� �	��� ����� ���� ����. 

5. !����������� 
���������� ������������ ������� �������� ��-
��������� � 
������ �� ������ �� ���� ����������� �����. 
'��� �������� ����� ���������: ���� ���� �� 
����� �� ���� ����, 
��� 
��������� 	����������� (��������� 	��������� � 500 �	�.). 
&��� �
��� �� ����� 
���"��� ��  ��������� 
����������� ��-
�������, ����������� ����� ����������� �	��� 
��������, �� 
��� 
������� ������  ����	������ ����. !�� ���������� 
����-
��������� ����� ������������� ������ ����� ��������� 
5000 �	�., 
�� ����	������ ������ � 7000 �	�. ��� ����� �����-
�	���� 
� ����  10 000 �	�. ����������� ����, ��� ������ �
��� 
������� 1, 2 � 3 �����, ���� ������������ 0,4,  0,5  �  0,1 '�-
������ ������	 
��������� � ������	 ���������, �
�������� 
��"���� 
� ��������� ������, '�����, ������������� ��������-
�� ������ � ����������� ��������� ���������. 

6. 3�  ���� 
������ ����	���	���� �����. (����� ��  ��� 
������ ��"���, ����� �� ����� 	�������� �������	� ���
����. 
&��� ���  ���� ��"�� ������������ ��� �����, �� 
����  ��-
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�� 
��	��� ����	� 
������  ������� 10 ���. �	�., � �����  ���� 
�  ������� 6 ���. �	�. &��� 
����  ���� �	��� ������������ 
��� ����, � ����� �� �	���, �� 
����  ���� 
��	��� 
������ 
15 ���. �	�., � 
������ �����  ���� �������� ����� �	��. &��� 

����  ���� �� �	��� 
������� �������	� ���
����, � ����� 
� �	���, �� 
������ 
����  ���� �	��� ���� 5 ���. �	�., � 
��-
���� �����  ���� � 8 ���. �	�. &��� �� ���  ���� �����	��� �� 

�������� ��������� ���
����, �� 
����  ���� 
��	��� 
��-
���� 10 ���. �	�., � ����� � 2 ���. �	�. (���� �
��������� 
���������  ���? 

7. 3� 
����������� 
������ �� ����� ���� ����. (����� �� ��� 
����� ��������� ���	 �����: 400 �	�. ��� 600 �	�. &��� ��� 
��-
��������� ��������� ���	 400 �	�., �� ������ �� ��� 
��	���� ��-
��	� 
������ 12 ���. �	�. &��� ��� 
����������� ��������� ���	 
600 �	�., �� ������ �� ��� 
��	���� ����	� 
������ 16 ���. �	�. 
&��� �� ���� �������� ���	 400 �	�., � ��	��� 600 �	�., �� ��� 
��-
���������, ������� �������� ����"	� ���	, 
��	���� 
������ 
20 ���. �	�., � ��� ����	���� 
��	���� 
������ 4 ���. �	�. (�� 
������ ������� ��� ��������� ������  ���������� �� ����, 
�����"����� ��� ��
�������� �����"���� ����	 ����? 

8. !��	
����� (����� �����) 
������� �� ����� �� ��������. !����-
�� (
���� �����) ��
����	�� 
�	������ ��� � ����� �� ������-
���: ������ ������ 1 �� ����� ��� 
����	���� 
�	���	 � ������� 

��	
����� �� 200 �. $ 
��	
����� ����� �� ���������: 
������ 

�����	 ��� ������ 
��	
�	 �� ����������� ���� �  ��	��� 
������ 
��������� ��������� 	�����. !��������� ��� ������ 
������ �����"�� � �
�������� �������� ������������ 
������� 
������. #���������� ��� ���	����,  ������� 
��	
����� �� �
�-
����� ��������, ���"���� �� ��� 
������, ��� � ���	����,  ��-
����� 
��	
����� ����, ������ �� ���� ���� 
������. 

9. � ��������� ���� ��������� ���� �� ����� 
�������� ����-
������� ����
������� (
���� �������) 
� ���� 100 �	�. &�-
����� ����� ��������� 1 ���. ������ �����. *� ���� ����� � ���-
�������� ������ ����� ���� ��	���  ���� (����� �����). 3�� 
����  ������� �����  ���� ������ 
�������� ���������  
������������ �����  ������� 40 ���. �	�. &��� �����  ���� �� 
�	��� ������ �� �����, �� 
����  ���� ����� 
��������� 
����-
��� ���� 
� 100 �	�., � ����� �� ��	��� ������� 100 ���. �	�. (� 

������ �����  ���� �	��� �	����). &��� �� �����  ���� ��-
��� �� �����, � 
�� ���� ���� ����� ��������� �� 
������ 	���� 
(100 �	�.), �� ������ �� �	�  ��� 
��	��� 
� 50 ���. �	�. ��	�-
��, �� �����" �����  ���� ������� 10 ���. �	�. (�� ��	��� 
�� ���� ���������  ������������ �����). !����  ���� ��-
��� (��� ������ �� ���� �� �����) 
������� ���	 �� 60 �	�. &��� 
 ���� ��	��� ����	���� ��-���� ����� �� �����, �� ��	��� 
������ ��  ��� �	��� ���� 30 ���. �	�., 
�� ���� �����  ���� 

�������� 10 ���. �	�. (� 	����� ���������  ������������ ���-
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��). &��� �� 
����  ���� 	������� ����	� ���	 (60 �	�.), � ��-
���  ���� �� ����� �� �����, �� 
������ 
����  ���� �	��� 
���� 60 ���. �	�. (���� �
��������� ���������  ���? 

10. 3�  ���� �
	����� � 3�� 8 ����� ���� ��� ���. (����� �� 
�	�  ��� 
���������	�� ��� ��� ��� ��� ����� �	�"�� 
���-
��� � �������	 
�������	, 
�� ����  ���� ����� ���������� 
������������ ��� �����  ������ ���  ������� ����
�����-
���. &��� ���  ���� �	�	� ������������ ��� ���� ��� ����� 
�	�"�� ����������� �  ������ (��� �������) ����
�������, 
�� 
��	
����� 	�������  ���� 
���������� � �� ����	� 
��	
��� 
�� ����, �� ��	��� ���� ��� �� (�����"� �����  ��� 
�� ���� 
�	�	� ���� �	��, ��� �  ��� ��	���, �����  ���� ��� �� �	�	� 
������������ ��� �����). &��� ����  ���� ���	
�� � ������-
��� ��5������� ���� (������), � ��	���  ����  ��� ���� �-
��	
��� �� �	���, �� 
����  ���� 
������� ������� 
��	
������, 
��� �� �����" ����� �	��� ������� �������� (������������ 
�	�� ���������). (���� �
��������� ��������� ������? 

11. 3�������, ��� ���"	���� �	��� �� ����� ������� �����  ������ 
����������. 

12. :���"������ ��	"�� -�"� ����� 
����� �� ��������	 (������� 

����������� ������ ����)  ������ ������ . (����� �� 
�	� �� ����������� � (��� � -�"� � 
������� �� ��������	 
������ ���� ���  ���� ����. &���  ������ 
������ ������ �� ��-
���� -�"� ��������� �� ��������� ����, �� ��� ��� ���� ����	�� 
� ���� ������� (� ���� ����� �������� 	 ����� 
�������� ���-
���	). &��� ��  ������ 
������ ����-���� �� ����������� -�"� 
�� ��������� ���, ��� ��� 	�� ����	�� � «����	������», 
�������� 
	����� � ����"�  ���� ���� �� ��������	 �� ����������. &��� 
�� ���� �� ������ �� ������� � -�"��, �� �����" ������� �� 
��� ���� �	��. (���� �
��������� ��������� ������? 

13. !����� ���� �����. )������ ��	���� ���� � ���������� ����� 
��������� ��	���� �����. !���� � ����� ������ 
� ������� 
����	� �� ���� 
� ����� ������ (������ ������ ������� ������ �� 
����� � �� ������������ �� ��	��� ������). ��������� ���, ��� 

������ �� ���� 
�������� �����	. (���� �
��������� ������-
��� ������? 

14. *� �	����� ���������� 1000 �	�. 3� 	�������� ���� 
� ������� 
������� �	��	, �����	� ��� ����� ������ �� 
��	����� 
1000 �	�.  ����� �� 
���������	� ���	. !�������"�� 
�������"	� ����	 
��	���� 1000 �	�.   ����� �� 
���������	� 
���	, � �����"�� ���	� 
� ������� ����	 ������ ������ 
���-
������	� �� �	��	 � �� 
��	���� ����� ������. (���� �
��-
������� ��������� ������? 

15. ���	��� ����"�	 
��������� 	�������	 
������� �� ���	 �� ���� 
�������� �����, �� �������� ��������� «-�������» � �� �����. 
!���� ����� ��	��� �������� ���	 �� ���������� �����, �� 
������� ��������� �����, � ������� 
��������� 	�������	 ������� 

[0, 4]∈t
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���	 �� ����"���� �����. &��� �� ���� ����� �������� «-����-
���», �� �� ��������� 	�������	  ������� 
����, � ���� �� ����� 
����� �����, �� 	������� ������ �� 
��	����. (���� �
��������� 
��������� ��	���� � 	�������� ����"�	? 

16. )��� 
����������� N 
������. !���� ����� (���	"�����) ����� 
����"���  ����� � ���� 
������ ��������� ��
�������� ���-
����, � ����� ����� (���
�����), ������� ������ ��� ������� 

�����������, ����� 
������  ����� �� N 
������ 
�����	 
���	"�����. ������" ���	"�����  ������ 
������ ���� 1, ���� 
�� 
���� ��
�������� �������, � ���
�����  ���� 
������ 
��-
���	 �� 
������, �����" ���� �1, ���� ���
����� 
����� 
���	"�����, �����" ���� �	��, ���� ���	"����� �� �����	�� 
���. (���� �
��������� ��������� ������? 

17. $��������  ���, ���  ���� «#����������� � ��������», �������-
������  
������ � 10.4, ��"���� *�"� ��������	�� �����,  ��-
����� ������������ � �������� ����� 
������ 
����	 � 
� 
500 ���. �	�. 
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������������������������������������ ������
������
����
������
����
������
����
������
����
�
���
�
���
�
���
�
���������&���&���&���&�������
���������������������
�	���������������
�	���������������
�	���������������
�	��������������

���������������������������� ������
�%����
�
���������
�%����
�
���������
�%����
�
���������
�%����
�
��������������#���	
�
�����#���	
�
�����#���	
�
�����#���	
�
������
�������
��������	����������
��������	����������
��������	����������
��������	���������������

#���������, ��� 
���������� ��
������� ���� � ���	���� �	�-
��� � ��	����� ����	������  ��� �� ������. '�	���, ����� �� ����� 
�����	��  ����"�� ����� 	��������, ��������� ������
���
�; ���� ���-
�� 	�������� ����� �����, �� �������, �� ����	������ ����� ������� 
�
���
��
����, ���� �� ����� 	�������� ��������� � �������������, 
����	������ ��������� ���
��
����. '�	���, ����� �����  ��� �� ����� 
���ó, ��������� �������
�. ������� ���������� 
������"�� �� ���-
��
���� � �������, ����� 
������ �� ����� ���� ���. 

!	��� �� ����� ���� �� 
������, 
����������� ���� � ��� �� ��-
��. &��� x1 � x2 � ��5��� 
���	����, �
	������ ������������ 
��-
��  ����� � �����, �� �������� ���� ����� p, �������, ������ �� 
�	�������� 
����������: 

 p = p(x1 + x2). 

!���
������ ��� 
�������, ��� ��� ���������� �������: 

 p(x1 + x2) = a � b(x1 + x2), 

��� a > 0, b > 0. 
3�� 	
������� ������� �	��� ������� �����, ��� ��������  ��� 

�
�������� ���������� ���������  	������� �� ��5��� �� �
	���: 

 ( ) , 1, 2i i iC x cx d i= + = . 

2���� Ci(xi) � 
����� �������� i-�  ���� 
�� �
	��� xi ������ 
�����, c > 0 � 
��������� ��������, d > 0 � 
��������� ��������. 
!���
�������� ���������  	����� �������� ��������, ��� ��� ����	-
����� ��
����	�� ���������� ����������. 

!������ i-�  ���� ( iΠ ) ������ �� ��5��� �
	��� ����� ����	-
�����: 
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( )

( )
1 2 1 2 1 2

1 2

( , ) ( ) ( ) ( )

( ) , 1, 2.

i i i i i i

i

x x p x x x C x a b x x x cx d

a c b x x x d i

Π = + − = − + − − =

= − − + − =
 

!���
�"�� ��	  ���	�	  ��� 

 ( )0
1 2 1 2( , ) ( ) , 1, 2.i ix x b x x x x d iΠ = − + − =  (11.1.1) 

��� �� ��� ����������� 0 ( ) /x a c b= − .  

)�  ���	�� (11.1.1) ����	��, ��� 0x  � ��� ����� ������� �	����-
���� �
	���  ���, 
�� ������� 
������ ������  ���� ������������ � 
���� 
��������� ���������, ����� � 
�����
������� ������, �. �.  
��	���, ����� �	������� 
���������� ����� �� ����� ���� 0x , ��	��� 
�� 
������ ����� 
������� ������ 
��������� ��������. 

(����� �� ����	����� ��������� 
�������� ��� ��5�� �
	��� xi 
���, ����� 
��	���� ����������	� 
������. 

)�����	��, ��� 
����  ���� �������	�� �� �������� ��5�� �-

	��� �����  ����. !������ 
����  ���� 
�  ���	�� (11.1.1) ����  

 ( )0
1 1 2 1 2 1( , ) ( )x x b x x x x dΠ = − + − . (11.1.2) 

� ����� ��	��� 
����  ���� ������� ��5�� �
	��� ����	����� x2 
�������� �� x1. !������� x2 = x2(x1)   ���	�	 (11.1.2): 

 ( )( )0
1 1 1 2 1 1( ) ( )x b x x x x x dΠ = − + −  

� ������ x1 �� 	����� ������	��  	����� 1 1( )xΠ : 

 

02 1
1 1 2 11

1
1

2 02 1
1 1 1 2 1

2 1
1

1

0 2
2 1

1 *
1 22

2 2
1 2

1 1

( )
1 ( ) 0,

0,

( )
1 ( )

0
0

2 0,

( )

2 2 0

dx x
b x x x x xd

dx
dx

dx x
d d x x x x x

dx
dx b

dx

dx
x x x

dx
x x

dx d x
b x

dx dx

� � �� �− − + − − =Π� 	 � �� �= � �� �	 	
	 	⇔ ⇔
 
 � �� �Π − − + − −	 	 � �� �< � �� �	 	 <�

	�

� � �− − + =	 � �
� �	⇔ ⇔ =


� �	− + + <� �	 � ��

0
2

2

1

.
2

x x
dx
dx

−

+

 

8���	��  

 
0

* 2
1 2

2

1

( )
2

x x
x x

dx
dx

−=
+

 (11.1.3) 
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�
�������� �
����� �
���� &���� �� �������� ��5�� �
	��� ����� 
 ���� (�� ����������� 
���������). ,��������� ����� �
�������� �
��-
��� �	���� &���� �� ������� 
����: 

 
0

* 1
2 1

1

2

( )
2

x x
x x

dx
dx

−=
+

. (11.1.4) 

�  ���	��� (11.1.3)�(11.1.4) i jdx dx  � ��� ��
������	
���� 

��������, �. �. 
���
��������� (j-�  �����) ��������� �
	��� i-�  ����, 
�������� � 	��������� �
	��� ����	����� �� ������	. 

���������������������������� ����	��	
�����
�
����	��	
�����
�
����	��	
�����
�
����	��	
�����
�
����������	��������	��������	��������	������

!���
������, ��� ������ ��  ��� ����� ����� ��5�� �
	��� ���-
�� ����	����� � ������� ��� ����������. �����   ���	��� (7.1.3)�(7.1.4) 

 1 2

2 1

0
dx dx

dx dx
= = , 


�����	  	����� ������� 
����  ���� �� �������� 
 � � � � � � � � �  
��5�� �
	��� �����  ���� �
����������  ���	��� 

 
0

2
1 2( )

2

x x
x x∗ −= . (11.2.1) 

,��������� ����� �
�������� ������� �����  ���� �� ������� 

���� 
�� 	�����, ��� �����  ���� ������� ��5�� �
	��� 
���� 
 ���� 
���������: 

 
0

1
2 1( )

2

x x
x x∗ −= . (11.2.2) 

)�������� ����� �������  ��� �� ������� ����	����� �� 
���. 11.2.1. 

%	��� �������, ��� 
 � � � �  � � � �  � � � � �  � � � � �  ����� 
 ��� ��
�����, � ���������� ��������� ����� 
������������� ���-
��, ��	��� ���� �� ��	���. !	���  
���� 
������������� ����� ��5-
��� �
	���  ��� ���� ���� ������������ 1(1)x  � 2(1)x , �  ���� 
�
�������� ��� �
	���  ������ ����	���� 
������������� ����� 

�  ���	��� (11.2.1)�(11.2.2), ������, ��� ��5�� �
	��� ����	����� �	-
��� ����� ��, ���  
�����	��� �����. 

'	������� �
	�� ����� �	��  ������  ����� (	��� ���� 

 
0 0

( ( 0
1 2

2

3 3 3

x x
x x x+ = + = , 
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���� �����  ���� �����  

 ( ) ( )( ( ( ( ( 0
1 2 1 2

2
3

p p x x a b x x a bx= + = − + = − , 


������ 
����  ���� 

 
( ) ( )( )

( )

( ( ( 0 ( ( (

1 1 1 2 1 2 1

0
20 0 0

1

,

2 1

3 3 9

x x b x x x x d

x
b x x d b x d

Π = Π = − + − =

� �= − − = −� �
� �

, 

���������� ���������� 
������ �����  ����: 

 ( ) ( )2
( ( ( 0
2 2 1 2

1
,

9
x x b x dΠ = Π = − . 

!���
������, ��� 
����  ���� � � � � � � � � �  ������� ����	-
����	 ��5�� ����� �
	��� x1, � ����	����, ���� ��5�� �
	��� 
���� 
 ����, ������ ��� ��5�� �
	��� 
�  ���	�� (11.2.2) � �. �. ������ 
��5�� �
	��� 
����  ���� 
���������. 
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����� 
������ 
����  ���� ������� 

 

( ) ( )( )0
1 1 2 1 1 2 1 1

0 0
0 1 1

1 1 1

, ( ) ( )

.
2 2

x x x b x x x x x d

x x x x
b x x x d b x d

∗ ∗Π = − + − =

� �� � � �− −= − + − = −� � � �� �
� � � �� �

 

*� 
�����, ��� �������� ����	����	 ��� ��5�� �
	���, 
���� 
 ���� ����� 
�������� x1 ���, ����� �� 
������ ( )1 1 2 1, ( )x x x∗Π  ���� 

�������"��. 2�
�"�� 	����� ������	��  	����� ( )1 1 2 1, ( )x x x∗Π : 

 

1 0
0

1 #;1
12

1
2
1

0,
0,

.2
2

0 0

d
xdx b x x

x
d

b
dx

Π� = � � �	 − =	 	 � �⇔ ⇔ =� �
 

Π	 	< − <�	�

 (11.2.3) 

����� ��������� 
������� 
����  ���� ��������� �	��	
��
� 
(	��
��
���. 

&��� �����  ���� ������������ �	��� ��������� ���, ��� �����-
�� 
���� [�. �. ������  ���������� �  ���	��� (11.2.2) ��5�� �
	��� 

 
0 #; 0

#; 1
2 2 4

x x x
x

−= = , (11.2.4) 

������� ����
���� �� 
��	����� �������"�� �������� 
������ 
�� 
	�����, ��� 
���������� ����	����� ��������� #;

1x ], �� ����� ���	���� 
��������� ������
��
� (	��
��
���. 

� �������� ;����������� �	������� ��5�� �
	��� �	�  ��� 
���� 

 
0 0

#; #; 0 ( (

1 2 1 2

3

2 4 4

x x
x x x x x+ = + = > + , 

���� 

 ( ) ( )#; #; #; #; #; 0 (

1 2 1 2

3

4
p p x x a b x x a bx p= + = − + = − < , 


����  ���� 
��	���� 
������ 

 
( ) ( )( )

( )

#; #; #; 0 #; #; #;

1 1 1 2 1 2 1

0 0
20 0 (

1 1

,

3 1
,

4 2 8

x x b x x x x d

x x
b x d b x d

Π = Π = − + − =

� �
= − − = − > Π� �

� �

 

� 
������ �����  ����  �������� ;����������� ���� 
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( ) ( )( )

( )

#; #; #; 0 #; #; #;

2 2 1 2 1 2 2

0 0
20 0 (

1 2

,

3 1
.

4 4 16

x x b x x x x d

x x
b x d b x d

Π = Π = − + − =

� �
= − − = − < Π� �

� �

 

� ����� �������� ;����������� 
������ �����  ���� �	��-
������ ����"�, ���  �������� (	���, 
�����	 �����  ���� ����� � �� 
�������� «���� �� 
���	» 	 
���� � 
��	���� ���	� �������	� 
������: 
����� �	�
����� ��� ����� ������ ��� �
	�� �������� ��������� ;��-
���������. '��	����, ����� � � �  
 � � � �  � � � � � � �  �����	�� ������-
�� ��������� ;�����������, ��������� �
������
��
� (	��
��
���. 

&��� 
����  ���� �������, ��� ����	����, ���� ��5�� �
	��� 

����  ����, ������ ��� ��5�� �
	��� 
�  ���	�� (11.2.2): 

 
0

1
2 2

x x
x

−= , 

�� 
���
������������ ������� 

 2

1

1

2

dx

dx
= − , 

�  ���	�� (11.2.3) 
����������  ���	�: 

 
( )00 0

22 2
1 2

2
( )

2 1/ 2 3 / 2 3

x xx x x x
x x∗ −− −= = =

−
. (11.2.5) 

[&���������, ��"����� �������, ��������� �� 	������� (11.2.2) 
� (11.2.5), ������� ����� �������� ;�����������, �
����������  ���	-
���� (11.2.3)�(11.2.4) 67 
���������7 ��������7 ��������������7 	��������7 7

����.] 
�  � � � �  � �  � � � �  ;� � � � � � � � � � �  �����  ���� ������� 

��� ��5�� �
	��� �� 
�  ���	�� (11.2.2), � 
�  ���	�� 

 
( )0

1
2 1

2
( )

3

x x
x x∗ −

= , (11.2.6) 

����������� (11.2.5). 
����� ���������� ;����������� �
���������� �� ������� �����-

��� 	������� (11.2.5) � (11.2.6). *����� ��"���� ���� �������: 

 

( )

( )

0
2

0 01
1 2 1 2

0 00
2 1 1 21

2

2
, 3 2 2 , 3 2 2 ,3

3 2 2 2 3 22

3

x x
x x x x x x x

x x x x x xx x
x

� −
=	 � �= − + =	 	 	⇔ ⇔ ⇔
 
 


= − + =− 	 		 � �=	�
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0
*;

0 1
1 2

0
*;2 1
2

2
,

3 2 2 , 5

2
.

5

x
x

x x x

x x x
x

�
=	� + = 	⇔ ⇔
 


=� 	 =
	�

 

'	������� ��5�� �
	���  ���������� ;�����������  

 
0 0

*; *; 0 #; #;

1 2 1 2

2 2 4

5 5 5

x x
x x x x x+ = + = > + , 

���� 

 ( ) ( )*; *; *; *' *' 0 #;

1 2 1 2

4
5

p p x x a b x x a bx p= + = − + = − < , 

� 
������  ��� ���� 

 
( ) ( )( )

( )

*; *; *; 0 *; *; *;

1 1 1 2 1 2 1

0
20 0 0

,

4 2 2

5 5 25

x x b x x x x d

x
b x x d b x d

Π = Π = − + − =

� �= − − = −� �
� �

 

� 

 ( ) ( )2
*; *; *; 0
2 2 1 2

2
,

25
x x b x dΠ = Π = − . 

&��� �� ����	����� ��5��������  ����	�  ���	, �� ����� ��5-
���������  ���� �����	�� �� ������ ����� � � � � 
 � � � �. &��� x � ��� 
�
	�� ����
����, �� ���� ����� �	��� ���� 

 p(x) = a � bx, 

� 
�������	 �������� �
��������  	������  

 ( )C x cx d= + , 

�� 
������ ����
���� �	��� ���������� ��� 

 ( )0( ) ( ) ( ) ( )
a c

x p x x C x a bx x cx d b x x d b x x x d
b

−� �Π = − = − − − = − − = − −� �
� �

. 

.
��������� ��5�� �
	��� ����
���� �
���������� �� 	����� 
������	�� 
������: 
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( )0 0

-

2

2

0,
2 0,

.
22 0

0

d
b x x xdx

x
d b
dx

Π� =	 � − =	 	⇔ ⇔ =
 

Π − <	�	 <

	�

 

!�� ����� 
���������� ����� (������� ����"� �	�������� 
���-
�������  �������� (	���) ���� �	��� ���� 

 ( )- - 0 (1

2
p x a bx a bx p= − = − > , 

� 
������ ����
���� �������� ����� 

 ( ) ( )
0 0

- 0 - - 0 0 21
( )

2 2 4

x x
x b x x x d b x d b x d

� �
Π = − − = − − = −� �

� �
. 

,�������
������ ��������������� ����� ��
������ ���������� 
����
����  ��� ��	����, ����� ��� �������� ������ 
�����������. � 
����� ��	����  ���� ���	� ��������� ���	
�, �. �. ��	
���  ������ 
�����, �������� ��� ��5��� �
	���, ����� 
��	���� �������"	� 

������. 

� ���� ��	���  ���� ���	� ����������� �������������� ��� 
�������	� 
������ 

 ( ) ( )
( )

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

0 0
1 2 1 1 2 2

0
1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )

( ) ( ) 2 ,

x x x x x x

b x x x x d b x x x x d

b x x x x x d

+Π = Π + Π =

= − + − + − + − =

= − + + −

 

� ����� ������ ��  �
���������� 
��
������. 
2�
�"�� 	����� ������	�� ��������� 
������: 

 ( )
1 2

0
1 0

1 2 1 2
1 2

2

0,

2( ) 0 .
2

0

x x
b x x x x x

x

+

+

∂Π� =	 ∂	 ⇔ − + = ⇔ + =
∂Π	 =
	 ∂�

 

����� �������, ������	� ��������� 
������ ����������� �� ��-
��� ����� ������� 
�����, �
���������� 	�������� 

 .
0

1 2 2

x
x x+ =    
��    1 20, 0x x� � . 
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#��������� ��
��� �����	 ������������ ��������� 
������ � 
��	���� ���	���. 

)!����&œ	�� i-�  ���� ��������� �����, �� ������� 
������ 
����  ���� 
�������� (�. �. � � � � �  	 � �  � �  
������ i-�  ����). 

$������� ���
�� ��� 
����  ���� ����� �� 

 0
1 1 2 1( , ) constx xΠ = π =  

��� 

 ( )0 0
1 2 1 1( )b x x x x d− + − = π . 

������� ���������� ��	��� 0
1 dπ = − : 

 ( )0
1 1 2 1 2 1( , ) ( ) 0x x d b x x x xΠ = − ⇔ − + = , 

���	��  

 0
1 2x x x+ =      ���     1 0x = . 

����� �������, �������� 
������ 0
1 dπ = −  ��������	�� ���
��-

 ��� 

 ( ) ( ){ }0 0 0
1 2 1 2 1 2 1( , ) 0, [0, ] [0, ], ]x x x x x x x x x x= ∈ ∪ ∈ = − . 

!�� 0
1 dπ > −  
��	���� 

 
0

0 1
2 1

1

d
x x x

bx

π += − − . (11.2.7) 

)�������� ��������� ���
�� �� 
����  ����, ������������ 
� 
 ���	�� (11.2.7) 
�� ��������� ��������� 
������ 0

1π , �� ���. 11.2.2. 
,���������� ������� ����� �������� 	������� ���
�� ��� 

�����  ���� 

 ( )0 0
2 1 2 1 2 2 2( , ) ( ) constx x b x x x x dΠ = − + − = π = , 

������� �� ����� 	������� (
�� 0
2 dπ > − ) 

 
0

0 2
1 2

2

d
x x x

bx

π += − −  (11.2.8) 

� ���������� �� ���. 11.2.2 ��������� ���
�� �� �����  ����, ������-
������ 
�  ���	�� (11.2.8) 
�� ��������� ��������� 
������ 0

2π . 
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�#	���	�	�	�0
�
�
�������	����������
-����
��
%��������	��	�
��
2	��

�����,  ������� �� ���� ��  ��� �� ����� �������� 	�������� 
���� 
������ ��� 	����"���� 
������ ����	�����, ������� � 
 � � -
� � � � � � � �  
 �  ! � � � � �. ' �������������� ����� ������ �������� 
���� ����� �����	�� ���������� ������, ���������	� ������� ������� 
���
�� �� �	�  ��� (��� �������� ������ ������ �� ���. 11.2.2).  

$����� ������� ���
�� �� (�. �. � � � � �  	 � �  � �  
������) ��-
�������� �������������� ���������: 

 1 2grad gradΠ Π�  

��� 

 1 1 2 1

1 2 2 2

/ /

/ /

x x

x x

∂Π ∂ ∂Π ∂=
∂Π ∂ ∂Π ∂

. 

!������ ���� �������� ������� 
���������: 

 ( ) ( )0 01 1 2 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 , , , 2 ,b x x x bx bx b x x x
x x x x

∂Π ∂Π ∂Π ∂Π= − − = − = − = − −
∂ ∂ ∂ ∂

 

 

���

��

��

 

  

��
�����		

����	�����	

��
�����		


����	�����		

�������	������		
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��	���: 

 

( )
( )

( )( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( )

0
1 2 2

0
1 1 2

0 0
1 2 1 2 1 2

0 0 0
1 2 1 2 2 1 2 1 2

0 0 0
1 2 1 2 2 1 2

0 0
1 2 1 2

2

2

2 2

2 2 2 2 0

2 2 2 2 2 0

2 2 0.

b x x x bx

bx b x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x

− − −= ⇔
− − −

⇔ − − − − = ⇔

⇔ − − − − + − − − = ⇔

⇔ − − − − + − − = ⇔

⇔ − − − − =

 

!�������	 �	������� �
	�� 1 2x x+  ����� ����"� 0x  [� ����� ��� 
 ���� �	�	� 
��	���� �����������	� 
������ (� d)], �� 
��������  ��-
�	�� ����	��, ��� ��������� ����� �
���������� �� 	����� 

 0
1 22 2 0x x x− − =  

��� 

 
0

1 2 2

x
x x+ = . 

2������, ��� ����� ��� �� 	����� �
�������� ������	� ������-
��� 
������  ���  �������, �. � ������	� ��������� 
������ �������-
���� �� ��������� �����! 4�� ����� 
���������� ����� � � � � � -
� �  �  �����, � ���	� �� ��� ������,  ���� ���	� ��"��� ������  
��-
����� 
��������. 

'����  ����. 11.2.1 �� ���	������, 
��	������ 
�� ����������� 
��������� ������� ������������ �	�  ��� �� ����� ������ �����. 

�

� � : !  ; � � ��	�	��

#�������  
������ 

x1 x2 x1 + x2 p 1Π  2Π  1 2Π + Π  

*��	
� ? ? 
0

2

x
 

01

2
a bx−  ? ? ( )201

2
4

b x d−  

#�����
��
  
*���� 

0

3

x
 

0

3

x
 

02

3

x
 

02

3
a bx−  ( )201

9
b x d−  ( )201

9
b x d−  ( )202

2
9

b x d−  

#�����
��
 
(	��
��
��� 

0

2

x
 

0

4

x
 

03

4

x
 

03

4
a bx−  ( )201

8
b x d−  ( )201

16
b x d−  ( )203

2
16

b x d−  

$
������
��
 
(	��
��
��� 

02

5

x
 

02

5

x
 

04

5

x
 

04

5
a bx−  ( )202

25
b x d−  

( )202

25
b x d−

 

( )204
2

25
b x d−  
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��
����������� �����  ������, ��������	���� �������, ����-
����, ��� ���������� ���	������ ������ �� ����, ���  ���� ���������� 
����	 �����. 

' ����� ������ 
��	
�����, ������� �������� 
���
����������� 
������������� �	�
������ ������� ���������� ;�����������, � 
����	�"�� ���	����� ������� ���������� �������. 

)�����	�� �������
���� �������	���� ��������� ��
��
	���. 
*�
�����, ��� 
��� ��������� ������ �����	�� � �  � �  � � � �  * � " �, 
���� �����	 �� ������ �� ������ ����������� �� ���� ���������, ���� 
����	���� �� ���� ��������� �� �����������. 

'�������  ���	�� (11.1.1), 

 ( )0
1 2 1 2( , ) ( ) , 1, 2,i ix x b x x x x d iΠ = − + − =  


�����	 

 

01 2 1
1 1 2 1

1 1

02 1 2
2 2 1 2

2 2

02 1
1 1 2 12

11
2
1 1

01 2
2 2 1 22

22
2
2

( )
1 ( ) ,

( )
1 ( ) ,

( )
1 ( )

,

( )
1 ( )

d dx x
b x x x x x

dx dx

d dx x
b x x x x x

dx dx

dx x
d x x x x x

dxd
b

dx dx

dx x
d x x x x x

dxd
b

dx

Π � �� �= − − + − −� �� �
� �� �

Π � �� �= − − + − −� �� �
� �� �

� �� �− − + − −� �� �Π � �� �=

�� �− − + − −� �Π � ��=
1

.
dx

�
� �

�

 

!���
������, ��� �����  ���� �� �������� ���� ���������, �. �. 

2 const,x =  ����� 2 1 1( ) 0dx x dx =  � 

 ( )
2 2

2
01 1

1 2 2
1 1const const

2 , 2 0.
x x

d d
b x x x b

dx dx
= =

Π Π= − − = − <  

,���������, ���� 
����  ���� �� �������� ��� ���������, �� 

 ( )
1 1

2
02 2

1 2 2
2 2const const

2 , 2 0.
x x

d d
b x x x b

dx dx
= =

Π Π= − − = − <  

� ����� � �  � �  � � � �  (	 � � �  0
1 2 3,x x x= =  
�����	  

 
( (

1 1 1 1
( (

2 2 2 2

0 0 2
01 1

2
, ,1 1

const const

2 0, 2 0,
3 3x x x x

x x x x

d x x d
b x b

dx dx= =
= = = =

� �Π Π= − − = = − <� �
� �
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( (

2 2 2 2
( (

1 1 1 1

0 0 2
02 2

2
, ,2 2
const const

2 0, 2 0,
3 3x x x x

x x x x

d x x d
b x b

dx dx= =
= = = =

� �Π Π= − − = = − <� �
� �

 


�����	 �������� (	��� ������� � ��������� *�"�. 
� ����� � �  � �  � � � �  ;� � � � � � � � � � �  0 0

1 22, 4,x x x x= =  
������, 

 
( (

1 1 1 1
( (

2 2 2 2

0 0 0 2
01 1

2
, ,1 1

const const

2 0, 2 0,
2 4 4x x x x

x x x x

d x x x d
b x b b

dx dx= =
= = = =

� �Π Π= − − = − < = − <� �
� �

 

 
( (

2 2 2 2
( (

1 1 1 1

0 0 2
02 2

2
, ,2 2
const const

2 0, 2 0,
2 4x x x x

x x x x

d x x d
b x b

dx dx= =
= = = =

� �Π Π= − − = = − <� �
� �

 

�. �. �������� ;����������� �� ������� ��������� *�"�: ������ 
 ���� �������� �������� ��� ��������� 
�� 	�����, ��� ����� �� ��-
���� ���� ���������. 

� ����� � � � �  � �  � � � �  ;� � � � � � � � � � �  0
1 2 2,x x x= =  
�-

����	  

 
*; *;

1 1 1 1
*; *;

2 2 2 2

0 0 0 2
01 1

2
, ,1 1

const const

2 2
2 0, 2 0,

5 5 5x x x x
x x x x

d x x x d
b x b b

dx dx= =
= = = =

� �Π Π= − − = − < = − <� �
� �

 

 
*; *;

2 2 2 2
*; *;

1 1 1 1

0 0 0 2
02 2

2
, ,2 2
const const

2 2
2 0, 2 0,

5 5 5x x x x
x x x x

d x x x d
b x b b

dx dx= =
= = = =

� �Π Π= − − = − < = − <� �
� �

 

� �������� ;����������� �� ������� ��������� *�"�: ����� ������� 
������ 	����"��� �
	�� 
�� 	�����, ��� ����	���� �� �	��� ������ 
���������. 

,��������� ����� 
�������, ��� ���������� �����"���� ����� 
���������� 
� *�"	. !��������� �������� ������� ��� ��������������. 

���������������������������� ������
�����
�����
�����
���
���
��
��
���
��
��
���
��
��
���
��
������������������
��
������
��
������
��
������
��
��������������������
�$������
�$������
�$������
�$����

!���
�������� ������ (	��� � ���, ���  ���� 
�������� ��"�-
��� �� ��5��� �
	���, ������, ��� ���������  �� �
	��� �� 
������ 
�� ��5�� �
	��� ����	�����,  ��	��� � 	 � 
 � � � �  ����� �����.  

*�
����,  ��	��� � � � � 	 � � � � � �, ����� 	�������� ����� 
�����, ������������ ����� �������, ��� ������� ������ �� ��� �� 
�-
����� �� ������� ��	���. 

. � � � � � � � �  � �  � �  � � � �  ( 	 � � �  �� ��	��� N 	�������� 
����� �����: 
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0

( , 1, 2, ,
1i

x
x i N

N
= =

+
� , (11.3.1) 

 ( 0

1
N

p a bx
N

= −
+

, (11.3.2) 

 ( ( ( 0
1 2 1N

N
x x x x

N
+ + + =

+
� , (11.3.3) 

 ( )2
( ( ( 0
1 2 2

1
( , , , ) , 1, 2, ,

( 1)i Nx x x b x d i N
N

Π = − =
+

� � . (11.3.4) 

!��������� �������� �������������� ����� ���  ���	��. 
� ��	��� � �  � � " � � � � �  � � � � 	 � � � � � �  N → ∞ , � ����� 


��������� 
��������   ���	��� (11.3.1)�(11.3.4) 
��	����, ��� ����-
��	������ ��5��� �
	��� ����	����� 

 ( 0ix → , 
���� ����� 
 ( 0p a bx c→ − =  

���� 
��������� ��������� [
�������	 0 ( ) /x a c b= − ], 
�� ���� �	����-
��� �
	�� ��� ����	����� 

 ( ( ( 0
1 2 Nx x x x+ + + →� , 

� 
������ ������� �� ����	����� 

 ( ( (

1 2( , , , ) , 1, 2, ,i Nx x x d i NΠ → − =� � . 

(�����  ����  ���� ��	��� 
�������� ��������� ��������� ��-
������� 
���	����, ��� �� �
	�� ����� �� ����� �� ���	; ��������� 
���� ���� 
�� ���� 
��������� ���������! 

�����!������!������!������!� ������
��������
�$��
��������
�$��
��������
�$��
��������
�$����
�������
��&����$���������
��&����$���������
��&����$���������
��&����$������	
�����������	
�����������	
�����������	
�����������

� ���� 
������ � ���������� ���	������ 2009 �., 
��	������ ���-
��� 
�� ���������-������ ������������ ����� �� ����������� ���-
������� � ������ �� �����"�� ����� ��������� ������. �������� 
��� �	��������� ������������. '���� ������ ������������ ������� 
��, ��� ����� ����� ����� 
���������� ����� �� �������� ���
����-
��, ���� �� ������� (�

������� ����
������) ������� ������������ ��-
���� , ��	��� (
���������� ����
������) 
���������� ����� ���������	-
������ ����.  

!�� ���� 
���������� ����
������, �	�	�� ���������	������ ��-
����, ����� ��� �����������, �
���������� ��� 
��������� � ���
��-
���������: 
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• � � � � � � � � � � � � � � � � (�. �. ��  ��������� �������������, ����-
��� ����� �� ����� ��������� ������ ������������� ����������); 

• � � � � 
 � � � � � � � � � � (������� 
���������  �������������� 
������: �� ��������� ���������	������ ����� 
�������� ���-
������� �����	 �����	 ����	, �. �. ������, �	�	�� ������� ��-
�����, �����, �� ����� ���� �����, ��
���������� ����������� 
����� ��� ������� 
������������); 

• ������� (��� ���	�����) � � � � � � 	 � �  � � � � � �  �  � � � � � � �  

 � � , 
��������� ����
����� �������� ����, ��� ���������	���-
��� ���� ����� �	
��� ������ 	 ��� 
�������������. 
#��������� ������ ��	�� 
 ����	���
�� ����������� ���-

� 
����	�� ���������� ��	���
 � ��������� �� ��������� ��-
��		�������� ��	��	����� ���������� ��	��	�	���. 

!����������� �

�������� ����
������ �	��� ���������� �������� 
I, ����  ��	 Intel, � ������������ ������������ �
���������� �����-
�� � �������� W � Windows. 3����� ������� �� ����� ���� 	�����: 
�� ���	������ �
������� �  � � �  � � � � �  � � 	 � � �  ��������-
��	����  �

������� � 
���������� 
��� ���. 

)���, 
���
������, ��� ��� 
����������� � ����
������. 
%	��� �������, ��� �

������� ����
������ � �
���������� �����-

��� 
���������� ����� �������������� 
���	��, � �� ���� 
������-
���� �� 
���������� ���
����� ��� �
���������� ������� ��� �
�����-
���	� ������	 �������� �� ���
������. 

'������� ���
������ �����	�� ����� ����"����� ����	���-
���, � �� ���	�,  ������� �� 
������������ 
��������� � ������������ 
�
���������� �������, ����� �� ���	 ��������������� 
���	��� (���-

������ � �
���������� ��������).  
!	���  
pI � ���� �

�������� ����
������ (�����
���������); 
pW � ���� ������������ �
���������� �������; 

( )I W I Wq p p+ +  �  	����� �
���� �� ���
������ (� ������������ 

�
���������� ��������); 

I I I I We f v q += +  � 
����� �������� 
����������� �

�������� ����-

������; 

fI � 
��������� �������� 
����������� �

�������� 
����
������; 

vI � 
��������� �������� 
����������� �

�������� 
����
������; 

W W W I We f v q += +  � 
����� �������� 
����������� ������������ �
�-
��������� �������; 

fW � 
��������� �������� 
����������� ������������ 
�
���������� �������; 

vW � 
��������� �������� 
����������� ������������ 
�
���������� �������. 
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+��� �

�������� ����
������ � 
���������� 
���	��� ������-
����� �� 
��������� ��������, 
������ 
�����������, 
��������� ��-
������ � �������� 
� ����
������ ����������� 
��������. 

!��������� �������� � �������� 
� ����
������ ����������� 

�������� 	 
������������ 
����������� ����
������ ������� �����-
��, � 
��������� �������� � ��� ������ � �	�� (��
����� ��
�� 
��-
��������� 
���	��� �� ���
���-���� �� ����� 
���������� ������, � �-
������ �������	� �����  �������� � � ���� ��"���). 

!��������� �������� 	 
������������ �

�������� ����
������ 
�	�������� ����"�, ��� 	 ������������ 
���������� 
���	���, � 
�-
�������� �������� (��� ��, ��� � 	 
������������ 
����������� ����-

������) ��������� � �	�� (
�������	 ��� 
��������� ��������� ����-
������ ������������ ������������������� ����� ����������  ��-
������� ����. ����., �� ����� 
��������� ������ �����
��������� ��-
������� ��"��� 1 ����.). )������� 
� ����
������ ����������� 
��-
������ 	 
������������ �

�������� ����
������ 
������������� ����� 
��, ��� � 	 ������������ 
���������� 
���	���. 

!�����	 ����� �������, ��� 
����������� �

�������� ����
���-
��� � ������������� 
����������� ����
������ 
�� 
������� ��"���� �� 
	���������� ��� �� ��� 
���	��� �	������	���� ����� ������������ 
��	���, � �� 
������. 

����� ���������� 
���
�������, ��� ���� ��� 
���	��� �	��-
������ 
���"��� 
��������� �������� 
� 
��������	 ���� 
���	���. 

2 � � � � �  
 � � � �  � � � � � � �  � 
 
 � � � � � � �  � � � � � �   ��-
����� � ���
�

��� 	���� �
�� ������	� pI, ��	���� ��
��
��	 �����-
��� ������: 

 ( ) ( ) maxI I I I W I W Ip v q p p f+π = − + − → . (11.4.1) 

2 � � � � � ,  � � � � � � �  
 � � � �  
 � � � �  � � � � � � � �  � � � -
� � � � � � � � �  � 
 � � � � � � � � � �  � � � � � � �, ����������: ��	�����	� 
	���� �
�� ������	� pW, ��� ��	���� ������ ���
	 ���	���	� �����-
������� !���
���: 

 ( ) ( ) maxW W W I W I W Wp v q p p f+π = − + − → . (11.4.2) 

�������	�$� ����
, ��
 ����!����	�� ������	���� ��
��
�
��� � 
��!����	�� ��
��������� ���	
� �������!�������, �
�� ��
�!�� �� 
��
��������� ���	
�� ����� ��	� ����� �
�
 ������	���� ��
��
�
-
���, � ����� ������ � ���	������ �!�
��
� � ��!����	���� ��
������-
��� ���	
�� 	���� �
, ��� � � ����!����	
� ������	���� ��
��
�
���. 

������ 
!"# $�	 2�
�"�� 	����� ������	�� 
����� 
������  
������� (11.4.1), (11.4.2): 



327 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

0;

0

I W I WI
I W I W I I

I I W

I W I WW
I W I W W W

W I W

dq p p
q p p p v

p d p p

dq p p
q p p p v

p d p p

+
+

+
+

� +∂π = + + − =	∂ +	 ⇔

+∂π	 = + + − =

	 ∂ +�

 (11.4.3) 

 I I W Wp v p v⇔ − = − ⇔  (11.4.4) 
 I I W Wf f⇔ π + = π + . (11.4.5) 

&��� �������, ��� �� �������������� ����� 

 1W Iv v< � ,         W If f� , 

�� 	����� (11.4.4) ��������, ��� ���� �������� �� �
��������	� ������	 
������ ���� ���� ���� �����
���������, � 	����� (11.4.5) � ��� 
��-
���� ��� 	���� 
��������� �������� ������� 
����	 ����	 ����������-
��� �
���������� ������� � 
������������ �

�������� ����
������. 

������� ��������. � 
)�����	�� ��
��� ������������ ������ �� ��������	 ��	��	-

�	��	. !���
�"�� ����� �� 	����� (11.4.3)  ��� 

 ( )
( )

( )1 0I W I WW W

I W I W I W

dq p pp v

q p p d p p
+

+

+−+ =
+ +

. (11.4.6) 

%	��� �������, ��� 
����������� �

�������� ����
������ �� ��-
�	� ����� �� ���	 ����� 
���	��� pI. ����� 

 
( )

( )
( )I W I W I W I W

I W W

dq p p dq p p

d p p dp
+ ++ +

=
+

. 

&��� �
�������� ������������ �
���� �� �������������� 
���	�� 

� ���� ��� 

 
( )

( ) ( )
I W I W I W

I W
I W I W I W

dq p p p p

d p p q p p
+

+
+

+ +ε = − =
+ +

 

 
( )

( )
I W I W I W

W I W I W

dq p p p p

dp q p p
+

+

+ += −
+

, 

�� 	����� (11.4.6) ����� 
���
�����  ����	���� ���: 

 
( )

( ) ( )
/

1 0
/

I W I W WW W

I W I W I W I W

dq p p dpp v

p p q p p p p
+

+

+−+ = ⇔
+ + +

 

 1 W W I W
I W I W

I W W W

p v p p

p p p v+ +
− +⇔ = ε ⇔ ε =
+ −

. 

���������	&	�	 ����	���� ����� ������������ �
���� �� ������� 
�������, ���� ���� �����
��������� ���� pI = 2500 �	�., ���� �������� 
�� �
��������	� ������	 ����� ���� pW = 2500 �	�. 
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�
�
�
	 !��������  
��	� �����  ���	�� 

 I W
I W

W W

p p

p v+
+ε =
−

 

�	���� 
��������� �������� 
����������� �
���������� ������� 
vW = 0, ���	 �����
��������� pI = 2500 �	�. � ���	 �������� �� �
�����-
���	� ������	 pW = 2500 �	�., ������� ������������ �
���� �� ����� ��-
����� �������: 

 
2500 2500

2
2500 0

I W
I W

W W

p p

p v+
+ +ε = = =
− −

. � 

*� ����� ���� ����� ������ �������� �� ��������, ��� �
��� 
��������� ���������, ������, ����  ��������� 
������������ ���� �����-
��� �� �
��������	� ������	, ������� �������,  ���������, � 
��	������ 
��
����������� ������ �� 
������ 
���������� 
����������� ����
���-
��� 
����������� �
���������� �������. 

!���
������, ��� ����
������ 
����������� ������������� ��-
�������� 
����������� ����
������ 
��	���� 
������ ����� � �� ���-

����������� 
���	��� (��
�����, Microsoft � 
����������� �
�����-
����� ������� Microsoft Windows � 
��	���� 
������ ����� � �� 
����-
�� �������� �� � ����� 
���� Microsoft Office). 

(��
����������� 
���	�� 
��	
��� �� �� 
���������� �
�����-
����� �������, � �� ���� 1Oλ � .  
!	��� 
pO � ���� ���
������������ 
���	��� (������ O �������� Microsoft Office); 
fO � 
��������� �������� 
� 
��������	 ���
������������ 
���	���; 
vO � 
��������� �������� 
� 
��������	 ���
������������ 
���	���. 

����� ������ ����
������� 
����������� ������������� 
�������-
���� ����
������ 
�������� ����	���� ��: 

 ( )( ) ( ) maxW W W O O O I W I W W Op v p v q p p f f+π = − + λ − + − − → . 

$����� ������	�� 
����� 
������ ����� �� 

 ( )W
I W I W

W

q p p
p +

∂π = + +
∂

 

 ( )( ) ( )
0I W I W

W W O O O
W

dq p p
p v p v

dp
+ +

+ − + λ − = ⇔  

 
( ) ( )

( ) ( )
/

1 0
/

W W O O O I W I W W

I W I W I W I W

p v p v dq p p dp

p p q p p p p
+

+

− + λ − +
⇔ + = ⇔

+ + +
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( )

( )1 W W O O O I W
I W I W

I W W W O O O

p v p v p p

p p p v p v+ +

− + λ − +⇔ = ε ⇔ ε =
+ − + λ −

. 

���������	&	�	 ����	���� ����� ������������ �
���� �� ������� 
�������, ���� ���� �����
��������� ���� pI = 2500 �	�., ���� �������� 
�� �
��������	� ������	 ����� ���� pW = 2500 �	�., ���� �������� �� 
� ����� 
���� ���� pO = 13 500 �	�., 
�� ���� ������� ��� 
��������-
��� �
���������� ������� 
���������� � ����� 
���� 

�
�
�
	 !��������  
��	� �����  ���	�� 

 ( )
I W

I W
W W O O O

p p

p v p v+
+ε =

− + λ −
 

���� 0,25Oλ =  
�����������, 
������������ � ����� 
����, �	���� 

��������� �������� 
����������� �
���������� ������� � � ������ 

����� vW = vO = 0, ���	 �����
��������� pI = 2500 �	�., ���	 �������� �� 
�
��������	� ������	 pW = 2500 �	�. � ���	 �������� �� � ����� 
���� 
pO = 13 500 �	�., ������� ������������: 

 ( )
2500 2500

0,85
2500 0 0,25 13 500 0I W+

+ε = =
− + −

. � 

3����� ���	����� ����������	�� � ������ ������������ �
���� 
�� ���
������  �	����	���� ���
����� ��� �������� �� 
���������� 
����
������. 

!������� � ������������ ��	�� 
 ����	���
�� �
�� �����-
�����!�� �����
!���
 ��	��������� ����	 (Microsoft � Linux) � 
��������� ���� 
����	�	 ����������� ��	��	�	��� (Intel). 

%	��� ��
��� �������, ��� Intel (������ ������ I) �������� ����-

������ 
�������� �� ����� �

�������� ����
������ (�����
�������-
��), � �� ����� �
���������� ������ ����	���	�� ������������ 
��-
�	�� Microsoft Windows (������ ������ W) � �������������� 
���	�� 
Linux (������ ������ L). 

����� �������, 
���������� ����� 
������ ���� �� �	� ��"����: 
• ���� 
��������� ���
����� � 
���	����������� ������������ 

�
���������� ��������; 
• ���� 
��������� ���
����� � 
���	����������� �������������� 

�
���������� ��������; 
:��� �������� �� Windows ����� 
����������	� ���	, � Linux ���-


������������ �������, ��� 
���	��� ���	����	�� �� �����. 4�� ������ 
� ���, ��� 
�������������� �������� Windows ����"� 
�������������� 
�������� Linux. 

#����������� 
���������� 
��������� �������������� 
���	�� 
(���
����� � �
���������� ��������) ����� � ������ �����, ����� 
������-
�������� �������� 
���	��� ��� ������� 
���������� 
���"��� ��� ���	.  
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����� �����������: 

maxq  � ������� ����� ���
������; 

αI � ����������� �������� ���� ���
������ � ��-
������������ �
���������� ��������; 

αI + W � ����������� �������� ���� ���
������ � 
������������ �
���������� �������� 
(αI + W > αI ); 

pI � ���� �

�������� ����
������ (�����
���������); 
pW � ���� �������� �� ����������	� �
��������	� 

������	; 
qW � �
��� �� ����������	� �
��������	� ������	; 
qL � �
��� �� ������������	� �
��������	� ������	; 
qI = qW + qL � �
��� �� ���
������; 
fI � 
��������� �������� 
����������� �

������-

�� ����
������; 
fW � 
��������� �������� ������������ ��������-

���� �
���������� �������; 
vI � 
��������� �������� 
����������� �

������-

�� ����
������; 
vW � 
��������� �������� ������������ ��������-

���� �
���������� �������; 
( )I I I I Iq p v fπ = − −  � 
������ 
����������� �

�������� ����
������; 

( )W W W W Wq p v fπ = − −  � 
������ ������������ ������������ �
�����-

����� �������. 
%	��� ��
�������� ��������  	����� �
����:  

 max( ) 1I W
I W

p
q p q+

+

� �= −� �α� �
 � 

�� ���
������ �� ���� 
��������� Intel � �
���������� �������� 
Windows; 

 max( ) 1I L
I

p
q p q+

� �= −� �α� �
 � 

�� ���
������ �� ���� 
��������� Intel � �
���������� �������� Linux. 
&��� Intel 	������� ���	 �����
��������� ����� pI, � Microsoft 

	������� ���	 �������� �� Windows  ������� pW, �� �
��� �� 
��������-
��� ���
������ �� ���� 
��������� Intel � �
���������� �������� 
Windows ������� 

 max 1 I W
W

I

p p
q q

+� �= −� �α� �
, (11.4.7) 
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� �
��� �� 
����������� ���
������ �� ���� 
��������� Intel � �
�����-
����� �������� Linux � 

 max max max1 1I I W W
L

I I I

p p p p
q q q q

+� � � �= − − − =� � � �α α α� � � �
. (11.4.8) 

4�� ��������, ��� 
���������� 
��������� ���
������� 
���	�� 
(
����������� ���
����� � ����� �� �
���������� ������) ����� � ����-
�� �����, ����� 
�������������� �������� 
���	��� ��� ������� 
������-
���� 
������ ��� ���	 (���. 11.4.1). 
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'	������� �
��� �� �

������� ����
������ �	��� ���� 

 max max max1 1I W W I
I

I I I

p p p p
q q q q

+� � � �= − + = −� � � �α α α� � � �
. (11.4.9) 

��������� (11.4.7)�(11.4.9) 
������� � ���	������� ����	�-
�	� ������	. 

�������	 #
��!������� ����� �� ������	
�� � �
����
��
���� 
��
��������� ���	
��� !�����	 	���� �	 �
�� ����
��
����� ������
�	� 
(�� �
 �	 �
�� ������	���� ��
��
�
���); ����� �� ������	��
 ��
��
�
��
 
!�����	 	���� �	 
�� �
�� (�� �
 �	 �
�� ����
��
���� ��
��������� ��-
�	
��); ����� �� ����
��
���� ��
��������� ���	
�� !�����	 � �	 �
�� 
��
�!�� �� �	�	 ������	, � �	 �
�� ������	���� ��
��
�
���. 

2�����, ������� ����� 
���� 
������������ �

�������� ����
���-
���, �������  ��	����
��� 	���� 
�� �
�� pI, ��	���� ��
��
��	 ���-
����� ������ 
 ( )I I I I Iq p v fπ = − − =  (11.4.10) 

 ( )max 1 maxI
I I I

I

p
q p v f� �= − − − →� �α� �

. 

,���������, ����������� ������������ �
���������� ������� 
����� ��������� �������!�����	� ���� ������ 

 ( )W W W W Wq p v fπ = − − =  (11.4.11) 

 ( )max 1 maxI W
W W W

I

p p
q p v f

+� �= − − − →� �α� �
. 

��	
� ������ ��	������� �
�� ��
�!�� pW. 
�������	� �	������� �
�� ������	���� ��
��
�
���, ������ 

 
2

I I
I

v
p∗ α +=  (11.4.12) 

��
��
����
	 
�� ����!����	
� ����������� ������ 

 
( )2

max 4
I I

I I
I

v
q f∗ α −

π = −
α

6 (11.4.13) 

��	������� �
�� ��
�!�� �� ��
��������� ���	
�� 

 
2

4
I W I

W

v v
p∗ α + −=  (11.4.14) 

��
��
����
	 

 ��!����	���� ����������� ������ 

 
( )2

max

2

16
I W I

W W
I

v v
q f∗ α − −

π = −
α

6 (11.4.15) 

��� �	�� 
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1

2
W

I

dp

dp

∗

∗ = − , (11.4.16) 

� ������ ����!����	
� ������	���� ��
��
�
��� ��
����
	 ������ 
��!����	���� ��
��������� ���	
�� 	���� � 	���� 	����, ����� 

 ( )( )max 3 3 2 2 16 ( ).I I W I I W I I Wq v v v v f fα − − α − + > α −  (11.4.17) 

������ 
!"# $�	� $����� ������	�� 
����� 
������  ������ 
(11.4.10) ���� �
��������� �������� ���� �

�������� ����
������ 

 max

2
0 0

2
I I I I I I

I
I I

d p v v
q p

dp
∗π α − + α += ⇔ = ⇔ =

α
. 

!�� ���� ( ���������� � ���������� ��������) 
����������� 
�

�������� ����
������ 	���������� ���	 ��� ������� �� ������������ 
������������ �
���������� �������. 

!���� ����, ��� 
����������� �

�������� ����
������ 	������� 
���	 �� ��� 
���	��, ����������� ������������ �
���������� ������� 
����� 
������ ��"���� � ���� ��������. 2�
��� 	����� ������	�� 
��-
��� 
������  ������ (11.4.11), 
��	���  	����� �������  

 max

const

2
0 0

I I

W I W I W

W Ip p

v p p
q

p ∗

∗

= =

� �∂π α + − −= ⇔ = ⇔� �∂ α� �
 

 
2

I W I
W

v p
p

∗
∗ α + −⇔ = . (11.4.18) 

!��������   	����� ������� 	�� ������	� ���	 �

�������� 
����
������ Ip∗ , 
��	����  ���	�	 (11.4.12) 

��������� ��� 
������ (11.4.13), (11.4.15) 
��	������ 
������ 

���������� �
��������� ���   	����� 
������ 	�������� �����. 

3�  �������	�   ���	�� (11.4.18) Wp∗  
� Ip∗ , 
��	����  ���	�	 
(11.4.16). 

3����, 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

22

max max

22

max

max

2

4 16

4 2

16

3 3 2 2 16 ( ).

I W II I
W I W

I I

I I I W I
I W

I

I I W I I W I I W

v vv
q f q f

v v v
q f f

q v v v v f f

∗ ∗ α − −α −
π > π ⇔ − > − ⇔

α α

α − − α − −
⇔ > − ⇔

α
⇔ α − − α − + > α −

 

������� 
�������� ��������. � 
2������, ��� ��������  ���	�� (11.4.16) 	�������� �
��������� 

���� �

�������� ����
������ �� 1 ���. ��. ��
���������� 	����"����� 
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�
��������� ���� 
����������� ����
������ ������ �� 0,5 ���. ��., � 
	����� (11.4.17) �� 
������� �� �
�������� ��	 �	�������� �ó ��"�� 

��������� �������� 
����������� �

�������� ����
������ 
� �����-
��� � ������������� ������������� 
����������� ����
������. 

������	���%��
�����������	���%��
�����������	���%��
�����������	���%��
�������������#�����#�����#�����#���������

1. 3�  ���� 
�������� ���� � ��� �� 
���	��. !����  ���� ������ �� 

��������� ������� 
���	��� 10 ������ ��	�� � 10 ������ ��
���-
��, ����� � 10 ������ ��	�� � 20 ������ ��
�����. +��� ������� 
��	�� ���� w, � ���� ������� ��
����� ���� r. #������� ���� 
��-
�	��� ������ �� �	�������� �
	���: p(x1 + x2) = 100 � ( x1 + x2). 
*������ ��5��� �
	��� � �������� 
������, ��������	���� 
�������� (	���, 
�����������	��� ���  ���, ��� ��5�� �
	��� � 

������ 
����  ���� �� ������ �� ���� ��
����� ( ������� �� 
�����  ����). 

2. ���  ���� 
�������� ���� � ��� �� ���������	������ ����, ��� ��� 

��������� ��������  ��� ������ � �	��. #������� ���� 
���	��� 
������ �� �	�������� 
����������: p(x1 + x2) = 120 � ( x1 + x2). 
*������ ��5��� �
	��� � �������� 
������, ��������	���� 
�������� (	���. 

3. *������ �������� 
 ��	�� "	������,  ������� ������ �� �	� 
 ��� i =1, 2, 
���������� ���� ����, ��������� ��� ���	 pi, � 
�-
�	
����� 
��	
��� ��� ���� 	 ���  ����, ������� �������� ����-
"	� ���	, � ����� �� 
��	
��� 	 ��	���  ����, �������"�� ����� 
����	� ���	 (���� ��� ���� ��
��	�, �� �
��� ���
���������� ���-
�	  ������ 
����	). '������������ ����� 	 �����  ��� �������� 
� ���� c �	�. .����	�� �� ��������� ���������  ��� �������� 
*�"�? 

4. 3�������, ��� ����� �������� ;����������� ( ��	���, ����� ��-
����� ������� 
����  ����) ��������	�� ����� ������� ����� �� 
���
�� �� 
����  ���� � ����� ������� �����  ����. 

5. 3�������, ��� ���������� �����"���� �	�  ��� 
�� ����� ���-

��������� ��5��� �
	��� �� ������� ���������� *�"� 

6. 3�������, ��� ����� �������� (	��� �� ����� N  ��� �
������-
����  ���	���� (11.3.1)�(11.3.4). 
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������������������������������������ 				
������	���%������
������	���%������
������	���%������
������	���%�����������
�������
�������
�������
������
�

��������
��
���

��������
��
���

��������
��
���

��������
��
������
������
������
������
������

���������������������������� ������	�������#�������	��	�������#�������	��	�������#�������	��	�������#�������	���%�����������
�����%�����������
�����%�����������
�����%�����������
������

� ������ �
���������� 	
������� �������������� 
������� ��-
������� ������� �� 
�����	��� ������ �� t0 �� t1. '�������� �������  
������ ������ ������ ����������	���� ������� &�!���� �
�
�
���� 

 

1

2

( )

( )
( ) ,

( )n

x t

x t
t

x t

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

x
�

 


����� ������ ��  ����� 
��������� 
���������� ����� �������	� ��-

�����	�  	����� ������. 

$������
 � ���
���
 ���	����� ������� ��������� ���������: 

 ( ) ( )0 1
0 1, .t t= =x x x x  

!������� ������� ������ �� ������ �������"�� �
�
�
���� 
��� �����
��� 

 

1

2

( )

( )
( ) ,

( )k

u t

u t
t

u t

� �
� �
� �=
� �
� �
� �

u
�

 

�� ������� ������������ ����������� �	������ ��
��������� � ��
��-
������� ����  ������ ������. 

(���� ����, �� 	
������� ����� ����� ������������ ��������-
��� 
������������� ���������	  �����������	 �������	 �. 

!������� ������� 
�� 	
�������� ���������� �
�������� 
�������� ��  ������������ 	������� � �����
��� ����
��� 
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 ( )( )
, ( ), ( ) , 1, 2, , .i

i

dx t
t t t i n

dt
= ϕ =x u �  

#����� ����������� ����
�	���  ����� 
��������  ���	��-
�	���� ����	���� �������. +�
��
	�� ���	� �������"�� �
�	�� 

( ) ,t ∈u �  ���	����"�� �������� �

���� &���������  

 ( ) ( )
1

0

1
1, ( ), ( ) , max

t

t

f t t t dt F t+ →� x u x  (12.1.1) 

��� ������ �������
���  

 ( )( )
, ( ), ( ) , 1, 2, , ,i

i

dx t
t t t i n

dt
= ϕ =x u �  (12.1.2) 

 ( ) ( )0 1
0 1, .t t= =x x x x  (12.1.3) 

8	����� ( , , ), ( , , )if t tx u x uϕ  � ( , )F t x  
���
��������� ��
�������� 
� ��  �������	����� 
� ������	 ���	����	. 

���������������������������� ������$�������������$�������������$�������������$�����������������	�������	�������	�������	���������

#�"���� ����� ����������� 
��������������,  ������� 
����	���� ����� ����	  
���������� n� , ���������	� ������	� (��� 
�����	�) ��������� ������  	����� 
�� ������� ���������� 
�����������, ���������� �� 
����� ������� ������  	����� /�������, 
������� ���� �	��� ������  	����� � ���������� 
���������� ������ 
���������� /������� �� ����� ��������� ����	 
����� � ����� 
������� �����������. 

,���������� 
����� 
���������� � ��� ��"���� ����� 
�
���������� 	
�������, ������  ���� ������� ���� ���������� 
�
������ 	
������� 1 2( ), ( ), , ( )ku t u t u t� , �. �. ������ ����� ��  


���������� n� , �  
����������  	�����. -���������	����  ������� 
�
���������� 	
������� ��  	����� (���  ���������� 

��������������), � ������������  	��������, ����������� 

���������� ��  ������������� 	��������� �������. 

' � � � � � � � �  
 � � � �  � � � � � �    
 � � � � � � � � �  �   	 � � -
� � �  �
���������� ��� ��������: 

 
1

0

( ), ( ) ( ) ( )
t

t

a t b t a t b t dt= � . 

&��� ������	 �� 	������� ������� (12.2.2) 
��������  ����-
������ ������
���� �
�
�
���� �  	����� yi(t), �� &������ '������� 
�� !����� ��	�������� �����
��� (12.1.1)�(12.1.3) �
���������� ��� 
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 ( )( ), ( )L t t =u y  (12.2.1) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1

0 0

1
1

1
1

1

, ( ), ( ) , ( ) , ( ), ( )

, ( ), ( ) , ( ) , ( ), ( ) .

t t

t t

t t n
i

i i
it t

d
f t t t dt F t t t t t dt

dt

dx
f t t t dt F t y t t t t dt

dt=

� �= + + − =� �
� �

� �+ + ϕ −� �
� �

� �

�� �

x
x u x y $ x u

x u x x u

 

2���� 
 ( )1 2( ) ( ) ( ) ( )nt y t y t y t=y �  � 

����� ��
�������� 
���������. 
�
����� 	����� &������ '������� ��������� ����� ����� 

( )( ), ( )t t∗ ∗u y  
����������  	�����, ���  

 ( ) ( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )L t t L t t L t t∗ ∗ ∗ ∗u y u y u y� �  (12.2.2) 

��� ���  	����� y(t) � ��� �	�����-��
�������  	����� u(t). 
�������	� �
����� 	���� &������ '������� (12.2.3) ���
�
�
	 

�
�
��
 �����
�

���� !����� ��	�������� �����
��� (12.1.1)�
(12.1.3). 

������ 
!"# $�	�����������, ��������	��	� 	
������� ( )tu , 

�	��� ���������� ( )tx , � ����������, ��������	��	� 	
������� ( ),t∗u  

� ( )t∗x . 
)� ������ ���������  (12.2.2) ����	��, ���  

 ( ) ( )( ), ( ) ( ), ( ) 0L t t L t t∗ ∗ ∗−u y u y �  

��� 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1

0 0

1
1

1
1

, ( ), ( ) , ( ) , ( ), ( )

, ( ), ( ) , ( ) , ( ), ( ) 0,

t t

t t

t t

t t

d
f t t t dt F t t t t t dt

dt

d
f t t t dt F t t t t t dt

dt

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗ ∗

� �
+ + − −� �

� �

� �
− − − −� �

� �

� �

� �

x
x u x y $ x u

x
x u x y $ x u �

 

���	�� 

 ( ) ( )
1

0

( ) ( ) , ( ), ( ) 0,
t

t

d
t t t t t dt

dt

∗
∗ ∗ ∗� �

− −� �
� ��

x
y y $ x u �  (12.2.4) 

��� ���  	����� y(t). 
!���
������, ��� 
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 ( ), ( ), ( )
d

t t t
dt

∗
∗ ∗≠x

$ x u . 

� ���� ��	��� ����� ����� ���	�  	����� y(t), ����� ��������  
���� ����� (12.2.3) ��� 
����������, ��� 
���������� ��������	 

(12.2.3). !�����	 ���� ( )( ), ( )t t∗ ∗u y  � ������� �����  	����� /�������, ��  

 ( ), ( ), ( )i

d
t t t

dt

∗
∗ ∗=x

$ x u , (12.2.5) 

�. �. ���������� ( )t∗x , ��������	���� 	
������� ( )t∗u , 	���������� 
	�������� (12.1.2). 

!���� �� ��������  (12.2.2) ��������, ��� 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

0 0

1 1

0 0

1

0

1
1

1
1

1
1

0 ( ), ( ) ( ), ( )

, ( ), ( ) , ( ) , ( ), ( )

, ( ), ( ) , ( ) , ( ), ( )

, ( ), ( ) , , ( ), (

t t

t t

t t

t t

t

t

L t t L t t

d
f t t t dt F t t t t t dt

dt

d
f t t t dt F t t t t t dt

dt

f t t t dt F t f t t

∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗

∗ ∗

− =

� �
= + + − −� �

� �

� �− − − − =� �
� �

= + −

� �

� �

�

u y u y

x
x u x y $ x u

x
x u x y $ x u

x u x x u

�

( ) ( )

( ) ( )

1

0

1 1

0 0

1
1) ,

( ) , ( ), ( ) ( ) , ( ), ( ) .

t

t

t t

t t

t dt F t

d d
t t t t dt t t t t dt

dt dt

∗
∗ ∗ ∗ ∗

− +

� � � �+ − − −� � � �
� � � �

�

� �

x

x x
y $ x u y $ x u

 

.����� 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 1
1 1, ( ), ( ) , , ( ), ( ) ,

t t

t t

f t t t dt F t f t t t dt F t∗ ∗ + + −� �x u x x u x� (12.2.6) 

 ( ) ( )
1 1

0 0

( ) , ( ), ( ) ( ) , ( ), ( ) .
t t

t t

d d
t t t t dt t t t t dt

dt dt

∗
∗ ∗ ∗ ∗� � � �− − + −� � � �

� � � �� �
x x

y $ x u y $ x u  

!���� �� ���������  
���� ����� (12.2.6) ���� �	��  ���	 
(12.2.4). ������ ��������  
���� ����� (12.2.6) ���� �	�� ��� ����� 
���������� ( )tx , 	������������ 	�������� (12.1.2). 

)���, ��� ����� ���������� ( )tx , 	������������ 	�������� 
(12.1.2),  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1 1
1 1, ( ), ( ) , , ( ), ( ) ,

t t

t t

f t t t dt F t f t t t dt F t∗ ∗ + +� �x u x x u x� , 
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�. �. 	
������� ( )t∗u  ������� �
���������, ��� 
�������� ��������� 
������	. � 

,�����
� -����	��� ��� �����	������� ������ �
���������� 
	
������� (12.1.1)�(12.1.3) ���������  	����� 

 ( ) ( ) ( ), ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ) ( ) , ( ), ( )H t t t t f t t t t t t t= +x u y x u y $ x u . (12.2.7) 

�������	�� �
����� 	���
 &������ '������� �������	�� �
��-
�"�
 �
��������
 ������: 

 ( ) ( ) 0 1
( )

, ( ), ( ), ( ) max , ( ), ( ), ( ) , ,
t

H t t t t H t t t t t t t∗ ∗ ∗

∈
= < <

u
x u y x u y

�

 (12.2.8) 

 ( ) 0
0 1 0, , ,

d H
t t t t

dt

∗
∗

∗

∂= < < =
∂

x
x x

y
 (12.2.9) 

 ( )0 1 1 1
, , .

d H F
t t t t

dt

∗
∗

∗ ∗

∂ ∂= − < < =
∂ ∂

y
y

x x
 (12.2.10) 

������ 
!"# $�	�(�� ���� 
���������������� 
�� ������������� 


�����	��� �������, ���� ( )( ), ( )t t∗ ∗u y  � ������� �����  	����� /�-

������, �� ���������� ( )t∗x , ��������	���� 	
������� ( )t∗u , 	����-
������ 	�������� (12.1.2):�

 ( ), ( ), ( ) , 1,2, , .i
i

dx
t t t i n

dt

∗
∗ ∗= ϕ =x u �  (12.2.11) 

�������� 
�������	� ������������� 
� 
��������� iy∗   �����-
�� �����  	����� /�������: 

 
( ), ( ), ( ), ( )

i

H t t t t

y

∗ ∗ ∗

∗

∂
=

∂
x u y

 (12.2.12) 

 
( ) ( )

( )1

, ( ), ( ) ( ) , ( ), ( )
, ( ), ( ) .

n

i i
i

i
i

f t t t y t t t t

t t t
y

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗=
∗

� �∂ + ϕ� �
� �= = ϕ

∂

�x u x u
x u  

'������ 
���� �����  (12.2.11) � (12.2.12), 
������� � �
��-
�������� (12.2.9). 

��
��� 
����������	�� 
� ������ ���������   	����� /�������: 

 ( )( ), ( )L t t =u y  (12.2.13) 

 ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1
1, ( ), ( ) , ( ) , ( ), ( )

t t

t t

d
f t t t dt F t t t t t dt

dt
� �= + + − =� �
� �� �

x
x u x y $ x u  



340 

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1

0 0

1
1

1
1 1 1 0 0

, ( ), ( ) ( ) , ( ), ( ) , ( )

, ( ), ( ), ( ) , ( ) .

t t

t t

t t

t t

d
f t t t t t t t dt F t t dt

dt

d
H t t t t dt F t t dt t t t t

dt

= + + − =

= + + − +

� �

� �

x
x u y $ x u x y

y
x u y x x y x y x

 

� ��	���, ����� �� 	
������� �� �������� ������� �����������, 
����� �	������ ��
���������, 
������ �� 	
������� u(t) � 	
������� 
u(t) + ∆u(t) 
������ � 
������	 �� ���������� �� x(t) � x(t) + ∆x(t). !�� 
����, ��� ����	�� �� (12.2.13),  	����� /������� ���������� �� 

 ( )
1 1

0 0

1
11

( ) ( )
t x

t x

H H d F
L t t t

dt

� ∂ ∂ � ∂� � � �∆ = ∆ + + ∆ + − ∆� � � �� �∂ ∂ ∂� � � �� �� �
y

u x y x
u x x

, 

��� 

 
1 2 1 2

, .
k n

H H H H H H H H

u u u x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � � �= =� � � �∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� � � �u x
� �  

��� ��� ��� �	��������� ������	��  	����� /������� ������-
����, ����� 
��������� ∆L ����������  �	��, 
��	���� ������, ��� 

 0 1, ;
H

t t t∗

∂ = < <
∂

%
u

 (12.2.14) 

 0 1, ;
d H

t t t
dt

∗

∗

∂= − < <
∂

y
x

 

 ( )1 1
.

F
t∗

∗

∂=
∂

y
x

 

� ����� ��	���, ����� �� 	
������� u(t) �������� �����������
( )t ∈u � , 	����� (12.2.14) ���������� �� 

 ( ) ( ) 0 1
( )

, ( ), ( ), ( ) max , ( ), ( ), ( ) , .
t

H t t t t H t t t t t t t∗ ∗ ∗

∈
= < <

u
x u y x u y

�

 

������� 
�������� ��������. � 
0���� 	����� 
������������� ��
��� 	����� (12.2.9)�(12.2.10): 

 ( ) 0
0, ,  1, 2, , ,i

i i
i

dx H
x t x j n

dt y

∂= = =
∂

�  (12.2.9’) 

 ( )0 1
, ,  1, 2, , .i

i
i i

dy H F
y t j n

dt x x

∂ ∂= − = =
∂ ∂

�  (12.2.10’) 

&������ ���	�	��� �������� ������ � ������ �
������-
���� 	
������� �������  ���, ��� ��� ������� 	������� ������� �-
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����� ��
�������� 
��������� y(t), ��������  	����� 1��������� (12.2.7), 
�
����������  	����� u(t), x(t), y(t), 	������������ 	������ 
(12.2.8)�(12.2.10), � �� 	������ 	
������� u(t), ����������� ������-
������	 ������	� 
�� ������ t,  �����	���� �
��������� 	
�������� 
����������. 

!�����
 ������	�� ���� �����������, ��, ����� �����, �� ��-
��������� 	����� ��� �	��������� ������	��  ������ �
���������� 
	
�������. 

.�����   � 
 � � � � � � � � � �  � � � � � � �  � � 	 � � � �  	����� 

�����
� ������	�� ������� �	�������� � ����������� ����
�-
�� ������������. 

!������ ��� ������������� �� ����� ������� ��	���: 
• ����� ������������ ������ ������������ 	
�������� 
�������� 

(� � � � � � � � � � �  	 � � �  � �  # � � � � � � � �); 
• ����� ������	� ������������� 
���������� ����� �
	��	� 

���  	����� 
�  ����� ����������� (� � � � � � � � � � �  
	 � � �  � �  - � � � � � � � � � �). 

���������������������������� ������
������
���	�����
������
���	�����
������
���	�����
������
���	���%������������
�����%������������
�����%������������
�����%������������
������������	����	����	����	�����

.
�"�� ������ ������������ ���������, 
���������	�  1956 �. 
#. '���	, *��������� ��	������ 1987 �.  ������� ���������. 

� �����	��� ������������� ������������� ������� 
���������� 
���� 	����������� 
���	��, ������� ����� ��� 
�����������, ��� � ��-
�����������. . � � �  � � �  
 � � � 
 � � � � � � � �  � � � � � �  ' � � � 	  
�������  
��������� ���
� 
������� ����� �������, ������ ������� 

�������������  ���� � ����� ����
�����, ���	����� ���� (�. �. ��-

��������) ��
������������. 

'�������� ���������  ������ ������ t  �
���������� ����	�-
���� 
�����������: 
•  � � �  � �   � 
 	 � � � �  ( )X t ; 

• � � 
 � � � � � �  (��������  ������) ( )K t ; 

• � � � � � �  � � � � � � �   
������������� � ��� ( )L t ; 

•  � � �  � � �  � �  � � � � � � � � �  ( )I t ; 

•  � � � � �  � � 
 � � � �  � � � �  � � � � � �  
 � � � � � � � � � �  ( )C t . 
!	��� � � � �  � �  � � � 
  
 � � � � � � �  � � � � �  � � � � � � �  ��-

������� ν , ����� �� 
�����	��� ������ dt ����������� ������� ������-
���� �� ������	 ( )dL L t dt= ν , ������, ��� ( )L t  ����� ��
����� ��  ����-
�������� 	������� 

 ( )
dL

L t
dt

= ν , 
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��"����� �������� �������  	����� 

 0( ) e tL t L ν= , 

��� 0L  � ����� �������  ��������� ������ ������.  
!	��� �� ��� ������
	 (����"������ � 
�������  ����������) 

���� µ ������� 
�������������  ����, � � � � �  � � � � 
 � � � � �  
��������� ρ , � ������ ����� �	������� 
���	�� �
���������� � � -
� � � � � - � � � � � � � � � �  ��������������� 
�������������  	������ 

( , )X F K L= . ����� � � � � �  �  � �  � � � � � � �   ������� �� ��� ���� 

( )K tµ  � ( )( ) ( ) ( ), ( )I t X t F K t L t= ρ = ρ  ������������, ��� ��
���������-

��� ���	���	��, ������, 
 � � � � � �   � � � �   �� 
�����	��� ������ dt 
���������   ( ) ( )dK K t dt I t dt= −µ +    ��� 

 ( )( ) ( ), ( )
dK

K t F K t L t
dt

= −µ + ρ . (12.3.1) 

!���
�"�� ��� 	�������  ��� 

 
( )

( ) ( ) ,1
( )

dK K t
K t L t F

dt L t

� �= −µ + ρ � �
� �

, 

��� �� 	���, ��� ( , ) ( / ,1)F K L LF K L= , 
�������	 
������������� 
 	����� ( , )F K L  ������� �������-����������.  

!������� ��
��� � ������������� 
����������:  
•  � � � �  � � � 	 � � � � � � � �  ( ) ( ) / ( )k t K t L t= 6 

• � � � � � � �  
 � � � �  � � � � � � � � � � � �  � � 	� �  ( ) ( ) / ( )x t X t L t= 6 

• 	� � � � � � �  � �  � � � � � � � �  ( ) ( ) / ( )i t I t L t= 6 

• � � � � � � � 	 " �  � � 	  
 � � � � � � � � � �  ( ) ( ) / ( )c t C t L t= . 
*����� 

 

K
d

dk L
dt dt

� �
� �
� �=  


�  ���	�� 
��������� ��������. )����: 

 
( )2

( ) ( )

( )

K dK dL
d L t K tdk L dt dt

dt dt L t

� � −� �
� �= = , 


�� ���� 

 
( )

( ) ( ) ,1 , ( )
( )

dK K t dL
K t L t F L t

dt L t dt

� �= −µ + ρ = ν� �
� �

, 
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�����	 

 

( ) ( )

( )
( )

2 2

2

( )
( ) ( ) ,1 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ,1 ( )

( ) ( ) ( )
( ) ,1

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ),1 ,

K tdK dL K t L t F L t L t K tL t K t L tdk dt dt
dt L t L t

K t
K t L t F L t

L t K t K t
F

L t L tL t

k t F k t

� �� �−µ + ρ − ν� �� �−
� �� �= = =

� �� �− µ + ν + ρ� �� �
� �� �� �= = − µ + ν + ρ =� �
� �

= − µ + ν + ρ

 

�. �. ���  �������	�������� k(t) �
������� ��  ������������ 	������� 

 ( )( ) ( ) ( ),1
dk

k t F k t
dt

= − µ + ν + ρ . 

#���������  ������� 
�������������  	�����  	����� (��-
�� � 3	����� 1( , )F K L AK Lα −α= , 
�� ���� ( ,1)F k Ak α= .  

���� ����������� λ = µ + ν , ( ) ( ,1)f k F k Ak α= = , 
��	���� ����-
�������� ��	�� '���� 
 �������	����� ���� ��	���: 

 

( )

( ) ( ) ( )
0 0 0

( ) ,

/ ,

( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) (1 ) ( ) .

t
t

dk
k f k t

dt
k K L

x t f k t i t f k t c t f k t

� = −λ + ρ	
	

 =
	
	 = = ρ = − ρ�

 

1�����, ��� ��������� ��������� �� �	���������� 	��
�	����, 
���� ������������� 
��������� �� �������� � ������. !�������	 x(t), 
i(t), � c(t) �������  	������� �� k(t), �� ��� ����, ����� ��������� ����-
������ �� ������������ ����������, ���������� � ���������� 
��������� 
� ������  �������	�������� k(t), �. �.  

 0
dk

dt
=       ���      ( ) 0k f k−λ + ρ = . 

!������� ���� ( )f k Ak α= , 
��	��� 	����� �������������� ���-
�������: 

 0k Akα−λ + ρ = . 

������� kα  �� �����	: 

 ( )1 0k k Aα −α−λ + ρ = . 
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)� 
��������� 	������� ����, ��� ������� �� ������������ 
���������� ���������: ���������� [����� k = 0, 
�� ���� 0x Ak α= = , 

0i Akα= ρ = , (1 ) 0c Ak α= − ρ = ] � ������������ [����� 1 0k A−α−λ + ρ = ]. 

)� 	����� 1 10 /k A k A−α −α−λ + ρ = ⇔ = ρ λ  ����	��, ��� �� ������-
������ ������������ ���������� 
��������� �������� ������������� 
�-
��������� ���� 

 

1

1 1

1 1

, ( ) ,

( ) , (1 ) ( ) (1 ) .

A A
k x A k A

A A
i A k A c A k A

α
−α −αα

α α
−α −αα α

ρ ρ� � � �= = =� � � �λ λ� � � �

ρ ρ� � � �= ρ = ρ = − ρ = − ρ� � � �λ λ� � � �

� � �

� � � �

. 

)�����	��, ��� 
���������, ���� ��������� ���������� �� ������-
������ ����������. )�������� �� ���. 12.3.1 ��� ���  	����� kλ  � Ak αρ  
[����� (0,1)α ∈ ].  

#��������� ������ 
�����	���� ������������ ���	������ 
(�� ��� k(t) = 0). &��� k(t) ������ �	�� ����"� �	��, ��, ��� ���� �� 
���. 12.3.1, Ak kαρ > λ , 
�����	 
���������  

 0
dk

k Ak
dt

α= −λ + ρ > , 

���	�� ����	��, ���  �������	�������� k(t) �	��� ���������. !�� ���� 
/dk dt  �������� 
������������ 
�� ��� ( ) (0, )k t k∈ � , 
�����	 �������-

��� ������������ ���������� ������� ��	��������: ���������� �����"��� 
���	�����, � k(t) �������� ���������  ������	 k = k � ; 
�� k(t) = k �  
��-
������� /dk dt  ��������� ����� �	��, �. �. k(t) kt 
�������� ��������.  

 

�01R

�� �
R  

�
2 + 0R (R

� �� ��
�

2R ( R  

2R  

R

 
�#	���	%	�	�S��$��
���	��3��
%	�
��	�

����	
�������������
�	�5�
�
�	�	����
��$	�8
$
3�
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&��� ��������� ��������� �� �	
�����	���� ������������ ���-
	������ k(t) = k � , � 
�����"�� �������������� ����������  �������	-
��������  � �  �  �� ������������� �������� k � , ��, ��� �� 	�� 	����-
����, k(t) �������� ��������� �� ��� 
��, 
��� ��� �� ������� � �����-
��� k � . &��� �� k(t) ���������� �� k �   
 � �  �, ��, ��� 
�������� 
���. 12.3.1, ( )( ) ( )A k t k t

αρ < λ , 
�����	 
���������  

 ( )( ) ( ) 0
dk

k t A k t
dt

α= −λ + ρ < , 

������, k(t) �	��� 	����� �� ��� 
��, 
��� �� ������ ����� k � . ����� ��-
�����, ������������ ������������ ����������  

 

1
1 1 1 1

( ) , , ( ) , ( ) (1 )t

A A A A
k t x A i t A c t A

α α α
−α −α −α −αρ ρ ρ ρ� � � � � � � �= = = ρ = − ρ� � � � � � � �λ λ λ λ� � � � � � � �

 

������� 	 � � � � � �  � �: 
�� ����� ���������� �� ���� ���������� ���-
������ ��������� � ��� ���	����. 

3����� ������������ ������������ ���������� ����� ������� 
	��
�	���� ���������������� ��	�������� ��������
����� ���	�: ���-
�������� ������� �� ��� ��������� ���
�����������: 0( ) e tL t L ν=  (�����-
��, 
�� 
������������ ���
� 
������� ������� ν ), � �� ������������� 

��������� 
��������, ������, �� ���������� 
��������� ��������� 

��
����������� ����������� ������� L(t). 

#��������� ��
��� �����	����  ����� ����
�	��� ����������, 
������� �
�������� ������� '���	: 
�
������� 
�������� ���	� ����	 
����
����� ρ , ����� 	������� 
���������� �� ������������ ���������� 
���������������� 	��������� �������������� ����� ���� ������������.  

0�,����������,����.��,���(	 .	��� ��
���
 ��	�
�
��
 �� �	�-
��������� 	��
�	���� ���������������� ��������
����� ���	� ��� 
�����������, ����� �����
��� ρ  ����� ��	� ����� ���	�����	� 
������� �� &����� α . 

������ 
!"# $�	 #��������� 	������� 
���������� �� ���������-
��� ���������� c�  ���  	����� ����� ����
�����:  

 
1

( ) (1 )
A

c c A

α
−αρ� �= ρ = − ρ � �λ� �

� �  

� 
������ �����	 �
��������� ����� ����� ����
����� ρ , ����� 

 ( ) maxc ρ →�  

���, ���
����� ( )c ρ�  
�������, 
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1

(1 ) max
A

A

α
−αρ� �− ρ →� �λ� �

. 

� ����� ������	�� 
���� 
��������� ������ ���� ���� �	�� 
(��� �� �	��������), � ����� 
��������� ������ ���� �������������. 
� ������ ��	��� �����: 

 

( ) ( )

( ) ( )

1

1
1 1 11 1

1
11 11 1 1 1

1 1

1

(1 )
( )

(1 )

1

1 1

1

A
d A

dc

d d

d dA A
A A

d d

d dA A
A A

d d

A
A

α
−α

α α αα α +
−α −α −α−α −α

αα α
α−α −α−α −α − −
−α −α

α
−α

� �ρ� �� �− ρ � �� �ρ λ� �� �= =
ρ ρ

− ρ ρ ρ − ρ� � � �= = =� � � �λ ρ λ ρ� � � �

� �
� �ρ ρ α� � � �� �= − = ρ − ρ =� � � � � �� �λ ρ ρ λ − α − α� � � � � �� �

� �
� �λ� �= αρ

− α

�

( )
1

1 1
1 1 1 ( ).

1

A
A

α
−α

α α α− −
−α −α −α

� �
� �λ� �− ρ = ρ α − ρ

− α

 

�����, ��� ( ) / 0dc dρ ρ =�  
�� 0ρ =  � 
�� ρ = α . !��������� ����-
���� �������������� 	��������, ���  ����� 0∗ρ =  ����� 
��������� 

2 2( ) / 0d c dρ ρ >� , �. �. ����� 0∗ρ =  ������� ������ � � � � � 	 � �  	������-

�� 
���������� �� ������������ ����������, �  ����� ∗ρ = α  ����� 
��-

������� 2 2( ) / 0d c dρ ρ <� , �. �. ����� ∗ρ = α  ������� ������ � � � � � � 	 -
� �  	�������� 
����������, ��� � ���������� ��������. � 

4��� ���	����� 
��	���  1966 �. 4. 8��
���. 
���������	%	�	 3��� �������� 
�������� A = 103 � 0,5α =  
����-

���������  	����� (���� � 3	�����. � ������ '���	 � ���� 
������-
�������  	������ ����	���� ���������� ��������  �������	��������, 

���������������� ��	�� � 	�������� 
���������� �� ������������ ���-
������� ���������������� 	��������� �������������� �����, �� ����-
��� ����� ����
����� ���� 0,2ρ = , ���  ������ ������ ������� 

�������������  ���� �� ��� ��������� 0,2µ = , � ������ ���
 
��-
����� ����������� ������� ���� 0,05ν = . '������ 
��	������ �������� 
	�������� 
���������� � �
���������. 

��7����	 *� ������������ ����������, ��������	���� ����� 
����
����� 0,2ρ = ,  �������	��������  
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11
3 1 0,51

40,2 10
64 10

0,2 0,05

A
k

−−α � �� �ρ ⋅= = = ⋅� �� �µ + ν +� � � �

� , 

������� 
���������������� ��	�� 

 ( ) ( )0,54 510 64 10 8 10x A k
α

= = ⋅ = ⋅� � , 

	������� 
���������� 

  5 4(1 ) (1 0,2)8 10 64 10c x= − ρ = − ⋅ = ⋅� � . 

'������� �������	 
����	 ����
�����, ��� ���� ����� �� ������-
������ ���������� ���������������� 	��������� �������������� ����� 
	������� 
���������� ���� ������������, �	��� ������ ����	 ����
-
����� ρ  ����� ������������ �
	��� 
�  ����� α , �. �.  �����������-
��� 
������ ������	� 	�������� 
���������� �� ������������ �������-
��� ����������� 
�� 0,5∗ρ = α = . !�� ���� 

 

1 1
31 1 0,5

* 6

3 6 0,5 6 4

0,5 10
4 10 ,

0,2 0,05

(1 ) (1 ) ( ) (1 0,5) 10 (4 10 ) 10 64 10 .

A
k

c x A k

∗ −α −

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ α

� � � �ρ ⋅= = = ⋅� � � �µ + ν +� � � �

= − ρ = − ρ = − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅�

 

�����, ��� �
��������� ���� ����� ����
����� 
������ � �	-
���������	 	�������� 	�������� 
���������� �� ������������ �����-
����� � ����� ���  
������ ����! � 

%	��� ��
��� �������, ��� ����� ����
����� �� ������� �������-
���, � ���������� � ������. 3�� ����� 	������ ���� 
��������� ���-
������  ������� 
�������������  ����  ��� �������� ������ 

���	��� � ������ 
����������. $������� (12.3.1)  ����� ��	��� 

����������  ����	����: 

 ( )( ) ( ), ( ) ( )
dK

K t F K t L t � t
dt

= −µ + − . (12.3.2) 

!������  (12.3.2) � ������������� 
���������� ���� 

 ( )( ) ( ) ( ).
dk

k t f k t c t
dt

= −λ + −  

-����� �
���������� �������������� ����� 
���
������� �����-
������� ������������� ���������������� (�� �
��
������ �	���
 δ)  
	�������� 
���������� 

 
0

( )e max
T

tJ c t dt−δ= →�  (12.3.3) 
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�� 	������ 

 

( )

( ) ( )
0 0 0

( ) ( ) ( ),

/ ,

( ) ( ) , ( ) ( ) ( ).

dk
k t f k t c t

dt
k K L

x t f k t i t f k t c t

� = −λ + −	
	

 =
	
	 = = −�

 (12.3.4) 

1������� 
���������� T  ������ ������ ����� ���� �������� 
��� �����������. � ��	��� 
���������� �� �������� 
�����  �������-
���	���� ������  	�������� (12.3.3) ������������� ������� ���������, 
������������ 	����� �� ���������	�  �������	�������� � ����	 

������ [0, T]. 

-����� (12.3.3)�(12.3.4) 
���������� ����� �����	 �
���������� 
	
�������,  ����� 
���������  ������� ���	
���  �������	���-
����� k(t), � 	
�������� 
���������� 	������� 
���������� c(t). *� 
	
������� ������������ �������� �����������: 

 ( )0 ( ) ( )c c t f k t� � �  

(����� �  � ���������� ��
	������ 	������� 
����������). 
����� ���	 ��
������	� 
�������	� y(t), ��������	��	� 

�����������  ����� 
��������� k(t), � 
������� ������������ 

 ( ) ( )( ), ( ), ( ), ( ) ( ) e ( ) ( ) ( ) ( )tH t k t c t y t c t y t k t f k t c t−δ= + −λ + − . 

$������� ��� ��
�������� 
��������� ����� �� 

 ( )( )’ ( ) ( ),   ( ) 0
dy

f k t y t y
dt

= λ − +∞ = . (12.3.5) 

'�
������	� 
�������	� 	����� 
���������  ��� ( )y t =  

( )e tm t −δ=  � 
�������� 

 ( )et tdy dm
e m t

dt dt
−δ −δ= − δ  

 	������� (12.3.5): 

 ( )( )’( )e ( ) ( )et t tdm
e m t f k t m t

dt
−δ −δ −δ− δ = λ −  

��� 

 ( )( )’ ( ) ( )
dm

f k t m t
dt

= λ + δ − . (12.3.6) 



349 

.���� ��"���� 	������� (12.3.6) ����� �� 
( )( )( ) ( )

( ) e ,
f k t dt

m t
′− − λ+δ�=  


�����	, �������, m(t) > 0. 
1����������� 

 
( ) ( )( )

( ) ( )( )( )
, ( ), ( ), ( ) ( )e ( )e ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) e

t t

t

H t k t c t y t c t m t k t f k t c t

m t c t m t f k t k t

−δ −δ

−δ

= + −λ + − =

= − + − λ
 


�� ( ) 1m t ≠  ������� ������ �� 	
������� c(t), 
�����	 ������	� ��-
����������� 
� 	
�������� 
��������� c(t) ����� ����������� ������ 
�� ������ ������� ( ), ( )c f k t� �� � . ����� �������, �
��������� 	
������� 


�� ( ) 1m t ≠  �
���������� ���: 

 ( )
, ( ) 1,

( )
( ) , ( ) 1.

c m t
c t

f k t m t
∗ >�

= 
 <�
 

!�� ( ) 1m t =  ������������ 

 ( ) ( )( ), ( ), ( ), ( ) ( ) ( ) e tH t k t c t y t f k t k t −δ= − λ , 

� ��� ������	� 
�  ����� 
��������� k(t) ����������� 
�� ( )( )f k t′ = λ . 

&��� 
������� ( )( ) ( ) ( )c t f k t k t= − λ , �� ����������, ��������	���� ��-

���	 	
�������, �	��� ������������, ��� ��� �� ��� 

 ( )( ) ( ) ( ) 0
dk

k t f k t c t
dt

= −λ + − =  

.����� ����	��, ��� �� ����� ���������� ( )( )f k t′ = λ . 

����� �������, 
�� ( ) 1m t =  �
��������� 	
������� �
���������� 

��� ( )( ) ( ) ( )c t f k t k t∗ ∗ ∗= − λ  

.����������� 
��	����: 

 ( )
( )

, ( ) 1,

( ) ( ) ( ), ( ) 1,

( ) , ( ) 1.

c m t

c t f k t k t m t

f k t m t

∗

>�
	= − λ =

	 <�

 (12.3.7) 

� ��	��� 
�������������  	����� (���� � 3	�����  

 1
( ) , ( )

A
f k Ak f k

k
α

−α

α′= = , 

!�����	 	����� ( )f k′ = λ  �
��������  
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1
1A

k
−α∗ α� �= � �λ� �

. 

' ���	���	�� ��
��� ���
��� ����������� ����
�	��� ���-
������  ���������� � (12.3.7). !���  �������	�������� ����"� k ∗ , 
����	�� ���������� 	������� 
���������� �� ���������� ��
	������ 
	���� c . (�� ������  �������	�������� ��������� ������������� ���-

����� k ∗ , ����	�� ������� 	������� 	������� 
���������� � c  �� 
( )f k k∗ ∗− λ . &��� ��  �������	�������� ����"� ������������� �����-

���, �� �� 
���������� ����	�� ��
������ ��� �
	��: ( )c f k∗ ∗= , � ��-
��� �� ���� 
��������  ���� ��������� ����� �� ����������	� �����-
����� ( )k t k ∗= , ����	�� 	����"��� 	������� 
���������� �� ( )f k k∗ ∗− λ .  

*� ������������ ���������� 
�� ���� ����
�������� 
���������� 
 �������	�������� � 	�������� 
���������� �� 
��������� 	����: 

( )( ) , ( )k t k c t f k k∗ ∗ ∗= = − λ . 

�����!������!������!������!� ������
������
��������
������
��������
������
��������
������
��������#����
��	����#����
��	����#����
��	����#����
��	������
��#�� �	���������
���#�� �	���������
���#�� �	���������
���#�� �	���������
��
������
������
������
���������

��
����
��
����������
����
��
����������
����
��
����������
����
��
����������������������������������������������������� 
��
�
��� 
��
�
��� 
��
�
��� 
��
�
������

� ���� 
������ � ���������� ���	������ ������� ���"����� 
�	�
���� 
������������ ������������� 
����������� ����
������ (��� 
�
������������, �������� �
���������� ������� Microsoft Windows) � 
��������������� (��� �
������������, Linux), 
��	������ ������  
2008 �. 
	��� 
��������� �

����� ������ �
���������� 	
�������. 

%	��� 
���
������� ����� 
����������� ����
������ � � � � � � �  
� � � � 	 � � �  � ���
�� ����� a:  ������	 ������ �� ����� 
������� a 
���� 
�����������, �. �. �	������� ����� 
����������� �� ����� ���-
����� �
���������� ������ � ������	 ������ t ���� N(t) = N0 + at. 

!���
������, ��� ������ ���� 
���������� ������� ���� � ����-
�� ���� 
���	��: ��� 
���������� ����������	� ��
�� Windows, ��� ���-

����� �������� ��
�� Linux. 

0���� ( )Wn t  � ( )Ln t  ��������� �	������� ����� 
�����������, ��-

����	���� �� ������ t �
���������� ������� Windows � Linux ������-
������. 

&��� ���������� ( )q t  � � � �  � �  � �  
 � � � � �  � � � � � �, ��-
����� �� �����  ������ t � 
������������ Windows, �� ���� ���� 
���-
��������, 
������������  ���� ������ Linux, ������� 1 ( )q t− , 
�����	 

 
0

( ) ( )
t

Wn t aq d= τ τ� , (12.4.1) 
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 ( )
0

( ) 1 ( )
t

Ln t a q d= − τ τ� . (12.4.2) 

+��� ��������������� 
���	��� Linux 
���
��������� �	���� (��� 
����� 
��������� ���������), � ������������ 
����������� Microsoft 

�������� ��"���� �� 	���������� ���� �������� �� ��
��������� 

���	��� Windows  ������� p ���. ��. 

8	����� �
���� �� Windows  

 ( )( ), ( ) (1 )W W Lp n t n t q= α −  

� �� Linux  

 ( )( ), ( ) (1 )L W Lp n t n t q= α −  

���������  ������ � � � � � � � � �    � � � � � �  � � � � � �   � � � � -
� �, �� �� � � � � � �  
 � � � 
 � � � � � � � � �  � � � � � � � � � � �  � � � � -
� � � � � � � �   ���������� �� ��5��� �����, ������� ������ 
���	�-
����. 

*� ���. 12.4.1 
���������� �������  	����� �
���� �� Windows 
(������ �
��"��� �����) � �� Linux (������ 
	�������� �����)   ����-
������� ������ ������ t. 

4��  	����� �
���� 
��������, ��� ����� 
���������� �����-
��� ����	� �� �
���������� ������, ��
�����, �� ���. 12.4.1 ���� 
���-
�������� q(t) �������� Windows ������, ��� p ���. ��., � ���� 1 � q(t) � 
��"���, ��� p ���. ��. 
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*������� �� ��, ��� Linux ���
������������ ���
�����,  	����� �
��-
�� ���� �
���������� ������� �� �������� � ���� �������:  ������ ����-
�� t ��� ������ ����� ( )0; ( ), ( )L W Lp n t n t� �∈ α� �  ����� 
����������� ����� 

��
������ �� ��	 �
��������	� ������	 �	��	, 
���"���	� p ���. ��. 
.������, �� �������"��� ����  	����� �
���� �� Linux ������� 

����� 
������, ���  	����� �
���� �� Windows:  
������� ��	��� 
�� 
�	���� ���� Linux �� 
���������� 
���������� �� ������ ��	 �
�����-
���	� ������	 � ��� �����	� �������"	� 
������������	� �������� 
� 
�� ���� 
���������	��� ���
�����, �� �� �������� ����� ��� �� ���. 

8	����� ( )( ), ( )W W Ln t n tα  � ( )( ), ( )L W Ln t n tα , �
���������� ����-

���	 �������  	����� �
����  ���������� �� ����� �	����	���� 

����������� 
���������� 
���	���, ��������� 	
�������
���� 
	��
�	������. 

%	��� �������, ��� ��������������� ����������  ������ ������ ��-
���� t �
���������� ��"����� ���������  

 ( )( ) ( ), ( ) ( ) ( )W L W Ly t y n t n t n t sn t= = −	  (12.4.3) 

����� �����, ���������� �
����������� ��������� Windows � Linux: 

 ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( )W W L W W Ln t n t n t sn tα = α − =	  (12.4.4) 

 ( )( ) ( )( ), ( ) ( ) ,W W L Wy n t n t y t= α = α	 		  

 ( ) ( )( ), ( ) ( ) ( )L W L L W Ln t n t n t sn tα = α − =	  (12.4.5) 

 ( )( ) ( )( ), ( ) ( ) .L W L Ly n t n t y t= α = α	 		  

!�� s = 1 ��������������� ���������� �
���������� 
����� �����-
���� �	�������� ����� 
����������� Windows � �	�������� ����� 
���-
�������� Linux � ������	 ������	 ������. 

� ����� ��	��� ��������� s �
�������� � � � � � � � �  � � 	 � � � � �  

 � � � � �  � � � � � �: 
�������	  

 
L

y
s

n

∂= −
∂
	

, 


�� s > 1 	�������� ����� ( )Ln t  
����������� Linux ����"� 	������� 
����� Linux, ��� ��������� ����� Windows, � 
�� s < 1 � ��������. 

!���
���������, ��� ��������������� ���������� ( )( ), ( )W W Ln t n tα  � 

( )( ), ( )L W Ln t n tα  	���������� ����	���� ����������� ��
	������: 

• � ������ ������� �����, ����������� ������ �� 
���	���, ��� 
�-
������������� �������� ������: 

 
( )( ), ( )

0W W L

W

n t n t

n

∂α
>

∂
6777777

( )( ), ( )
0L W L

L

n t n t

n

∂α
>

∂
6 
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• 
�������������� �������� ������ �� �
���������� ������ �����-
��, ���� ���� �� 
���������� �	�	� ��
�������� ��	 �
�������-
�	� ������	: 

 lim ( )W Wy
y

→+∞
α = α < +∞	 6777777 lim ( )L L

y
y

→−∞
α = α < +∞	 6 

• 
�������������� �������� �
���������� �������, ������� ����� 
�� 
����	����, � �� 
����	���� ����	���	���� 
���	����, ���� 
�	��: 

 lim ( ) lim ( ) 0W L
y y

y y
→−∞ →+∞

α = α =	 	 . 

)� ��������� 
���
�������� ����	��, �������, ��� ( ) 0;W yα	 �  
( ) 0L yα	 �  ��� ��� ���������� y. 

(���� ����, �� 
����� 
���
�������� ����	��,  ���������, ���  

 
( )( ), ( )

0W W L

L

n t n t

n

∂α
<

∂
6777777

( )( ), ( )
0L W L

W

n t n t

n

∂α
<

∂
, 

�. �. � ������ ������� �����, ����������� ������ �� 
���	���, 
������-
�������� �������� ����	���	����� 
���	��� ���������. 

%	��� �������, ��� 
������������ 
�������������� �������� Linux 
�"�, ��� Windows: W Lα < α . 

.�������� y
�  ��"���� 	������� 

 ( ) ( )W Ly yα = α	 	  � 

��� ��������	�� �����	 ���������� ����� ����	 Windows � Linux, 
�� 
������� 
�������������� ������ ���� 
���	��� ��������. !������ 

 ( ) ( ) ( )W Ly y yβ = α − α	 	  (12.4.6) 

� �	��� �������, ��� 

 
2

2
0

d
y y

dy

β∀ > �
� , 

�. �. ��� � 	��������� ��5��� �����, ����������� �
���������� �����-
��� Windows, ������ ���	��	�� ����� �� ������	 ����	 
����������-
����� ���������� �
���������� ������ 	����"�����. 

)� ��������� 
���
�������� ����	��, �������, ��� y�  �	����	�� 
� ����������. 

#��������� ������ �������� �� ��������� ��	��	����� 
���������� �������� Windows. 

!����������� ����� 
���	��� � Microsoft � ��������� ��� 	
��-
���� ����� �������� p(t), ����� ����
����� ���� �������� ��	
�������� 
������	���������� (�� �
��
������ �	���
 δ) ������ 
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0

( ) ( )e maxtJ aq t p t dt
+∞

−δ= →�  (12.4.7) 

��� ������� 

 ( )
dy

aq t
dt

= 6 (12.4.8) 

 ( )( )( ) ( ) 1 ( )Wp t y t q t= α −	 6 (12.4.9) 

 ( ) 0p t � . 

!�������� ������ ������������ ������ (� �� 
������)  ������ 
��	��� �
������, ��	 ����, ��� ���� ���� � ������ ���
�����������, ��-
��� 
����������� 	�� 
���� 
��������� �������� 
� ���������� 
���	�-
��, � 
��������� �������� 
� ��� ������������ ������ � �	�� (� ���-
����  ���	 ��������). 

'����� �
��������� ��������� 
����������� ������������� 

����������� ����
������ �� ����
������ ����� �
���������� ����	�-
��� ��������. 

�������	  �	������� �	��	
��� ����������� ����!����	
� 
����
��
����� ������������ ��
��
�
���, ��
��
�����"�� �
�������
�-
��� ���	 ����� � �
����
���� ��	
������� ������	��������� ������, 
�� ������ ��
�
��� ���	�
	�	��
	 ��	����
��� �
�� ��
�!�� �� 
�����
 ������� �	 ��	
�������� ��	�
��	
����� �
����	� ������� 
������������/��
��
�
���0/���/�	��/�����
����/������/����� �
	�
�	� 
����!�
�
��� 	
��� ���	� ����� �� ��	
�������� ��	�
��	
����� 
�
����	� ������	�. 

������ 
!"# $�	 ������� ��  ���	�� (12.4.9) 

 ( )
( )

( ) 1
( )W

p t
q t

y t
= −

α	
 (12.4.10) 

� 
�������  (12.4.7) � (12.4.8), ����� ������ 
����� ����	���� ��: 

 
( )0

( )
1 ( )e max

( )
t

W

p t
J a p t dt

y t

+∞
−δ� �= − →� �α� �

� 	
 


�� 	������ 

 ( )
( )

1
( )W

dy p t
a

dt y t
� �= −� �α� �	

6 

 ( ) 0p t � . 
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'������ ������������ [��
������	� 
�������	� ��������� 
( )e tm t −δ �� : 

 ( ) ( )
( ) ( )

1 ( )e ( )e 1
( ) ( )

t t

W W

p t p t
H a p t m t a

y t y t
−δ −δ� � � �= − + − =� � � �α α� � � �	 	

 

 
( ) ( )( )

e 1 ( ) ( ) .
( )

t

W

p t
a p t m t

y t
−δ � �= − +� �α� �	

 

2�
�"�� ����������� 	����� 
�����
� ������	�� !���������: 

 
( )( ) ( )

0 ( )
2

W y t m tH
p t

p

α −∂ = ⇔ =
∂

	
6 (12.4.11) 

       ( ) ( ) ( )
( )2

( ) e ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

t
W

W

d m t a y t p t p t m tH dm
m t

dt y dt y t

−δ ′α +∂= − ⇔ = δ −
∂ α

	

	
6(12.4.12) 

 ( ) ( )
( )

1
( )( )e t

W

dy H dy p t
a

dt dt y tm t −δ

∂ � �= ⇔ = −� �α∂ � �	
. (12.4.13) 

!�������� �������� �(t) �� (12.4.11)  (12.4.12) � (12.4.13), 
��	-
���� ������������: 

 
( ) ( )( )

( )
2 2

2

( ) ( ) ( )
( )

4 ( )
W W

W

a y t y t m tdm
m t

dt y t

′α α −
= δ −

α
	 	

	
6 

 
( )
( )

1
2 ( )W

dy a m t

dt y t
� �= +� �α� �	

. 

.����� ����	��, ���  

 lim ( )
t

y t∗

→+∞
= +∞ , 


�����	 

 ( )lim ( )W Wt
y t

→+∞
α = α	 , 

�. �. � ������ ��5��� 
�����  	����� �
���� 
�������� ����������: 

 (1 )Wp q= α − , 

������, 

 lim ( )
2
W

t
p t∗

→+∞

α= ,       ( )lim
t

m t∗

→+∞
= +∞ , 
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� ��  ���	�� (12.4.10) 

 
1

lim ( )
2t

q t∗

→+∞
= . 

-�������� 
������ 
�� ���� ���� 

 ( )lim ( ) ( )
4

W

t

a
aq t p t∗ ∗ ∗

→+∞

απ = = . 

������� ��������. � 
$���������� 
��������� ���� �� 	���� 
������ �� 
������-

������ 
�������������� �������� 
���	��� ��������	�� ������������ 
����� ��� ����
������ �������, ��
�����������  
�����	��� ���-
�. 2�
����� ���� ���	�����, ����� ������� ��� �� ��	���� �	�
����. 

!������� ��
��� � ����������� ������� ������	����� ����-
�� ���� 
����	�	� ��	��	����� � �	��	��	����� ��������� 
��������
. 

��� ���  	����� �
���� �� Windows � Linux ������  ���	���� 
(12.4.4) � (12.4.5) ������������, 
�� ���� Linux ���
������������ ��-
�����, � Windows  ������ t 
�������� 
� ���� ( ) 0,p t �  ���� Windows, 
�� 
������� 
���������� �	��� ����������� ���� ����	 ������������ � 
�������������� 
���	�����, �
����������  ���	��� 

 ( )( ) ( )( )( ) 1 ( ) ( ) ( ) 1 ( )W Ly t q t p t y t q tα − − = α −	 	 . 

.����� 

 ( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) 1 ( )W Lp t y t y t q t= α − α −	 	  

��� 

 ( )( )( ) ( ) 1 ( )p t y t q t= β − , 

���  	����� ( )yβ  �
��������  ���	��� (12.4.6). 
)���� ������, ����  ������ ������ t Microsoft 	���������� ���	 

�������� �� Windows, ���	� p(t), �� ���� 

 
( )

( )
( ) 1

( )

p t
q t

y t
= −

β
 

���� 
�����������, �������  ������ ������ �������, ��� �������� 
����	 
��������������� ���������� Windows � Linux 
���"��� ���	 
�������� Windows, 
��������� ��������� ��
�� ���� ������������ �
�-
��������� �������, � ����"���� ����� 
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 ( )
( )

1 ( )
( )

p t
q t

y t
− =

β
 

���� 
����������� ���
����� ������� ��
�� ��������������� 
���	��� 
Linux. 

)�  ���	� (12.4.1)�(12.4.3) ����	��, ��� 

 ( )
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )
t t

W Ly t n t sn t aq d s a q d= − = τ τ − − τ τ =� �  

 ( )( ) ( )
0 0

( ) 1 ( ) (1 ) ( )
t t

a q s q d a s q s d= τ − − τ τ = + τ − τ� � . 

��
��� ������ �
���������� 	
�������, ������� 
���� Microsoft, 

�������� ����	���� ��: ��� �������� ���	 �������� �(t) � ������, 
����� ����
����� ���� �������� ��	
�������� ������	���������� (�� 
�
��
������ �	���
 δ) ������ 

 
0

( ) ( )e maxtJ aq t p t dt
+∞

−δ= →�  (12.4.14) 

��� ������� 

 ( )(1 ) ( )
dy

a s q t s
dt

= + − 6 (12.4.15) 

 ( )
( )

( ) 1
( )

p t
q t

y t
= −

β
6 (12.4.16) 

 ( ) 0p t � 6 (12.4.17) 

 ( )(0) 0yβ > . (12.4.18) 

�',���(� '�'�4�'�������(� .�����)�'.���� �� ��.�����)�'.���� �����.6

���	 *���
��
���� � �
����
��
���� ������	 ����"
�	���	 �� ����
 
	���� � 	���� 	����, ����� 1s > , ��� �	�� ��	������� �
�� ��
�!�� � 
�����
���� ������ ����!����	
� ����
��
����� ������	� �
���
, �
� 
�� ���������� ����
 ����
��
����� ������	�. 

������ 
!"# $�	�.������,  ��	��� 1s�  
���
������� 
��������-
��� �����, ��� �
���������� ������� Linux ���� �� ������ �� ������ ���-

������������, 
�������	 �� 
���������� 
���
������� �� 	���������� 
Windows. )�����	�� ����� ������� ��	��� 1s > . 

!�������� �������� q(t) �� (12.4.17)  (12.4.15) � (12.4.16), 
��-
�����	�� �����	 (12.4.15)�(12.4.18): 

 
( )0

( )
1 ( )e max

( )
tp t

J a p t dt
y t

+∞
−δ� �= − →� �β� �

�  
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�� 	������ 

 
( )

( )
(1 ) 1

( )

dy p t
a s s

dt y t

� �� �= + − −� �� �β� �� �
6 

 ( ) 0p t � ( 

 ( )(0) 0yβ > . 

'������ ������������: 

 
( ) ( )

( ) ( )
1 ( )e ( )e (1 ) 1

( ) ( )
t tp t p t

H a p t m t a s s
y t y t

−δ −δ � �� � � �= − + + − − =� �� � � �β β� � � �� �
 

 
( )

( )
( ) ( ) (1 ) ( )

e ( ) ( )
( )

t p t p t s m t
a p t m t

y t
−δ � �+ +

= + −� �β� �
 

[����� ( )e tm t −δ  � ��
�������� 
���������]. 
)������	���� ���� ������	���� �	�		���� ��������� 

����	���� �������: m(t) ���� ���������� �������� 
������� ����-
��������� ���������������� ������ Microsoft  ���	������ 	������� 

���
������� 
������������ ������ Windows �����	 Linux [�. �.  ���	��-
���� 	�������� �� ������	 ������� ( ) ( ) ( )W Ly t n t sn t= − ]. 

$����� 
�����
� ������	�� !��������� ��� ������ ������ ���-
�� ����	���� ��: 

 
( )( ) (1 ) ( )

0 ( )
2

y t s m tH
p t

p

β − +∂ = ⇔ =
∂

6 (12.4.19) 

   
( ) ( ) ( )

( )2

( ) ( ) ( ) (1 ) ( )( )e
( )

( )

t a y t p t p t s m td m t H dm
m t

dt y dt y t

−δ ′β + +∂= − ⇔ = δ −
∂ β

6(12.4.20) 

 ( ) ( )
(1 ) ( )

1
( )( )e t

dy H dy s p t
a

dt dt y tm t −δ

∂ +� �= ⇔ = −� �β∂ � �
. (12.4.21) 

!�������� �������� �(t) �� (12.4.19)  (12.4.20) � (12.4.21), 
��	-
���� ������������: 

 
( ) ( )( )

( )
2 2 2

2

( ) ( ) (1 ) ( )
( )

4 ( )

a y t y t s m tdm
m t

dt y t

′β β − +
= δ −

β
6 (12.4.22) 
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( )( )

( )
2(1 ) ( ) (1 ) ( )

2 ( )

a s y t s m tdy

dt y t

− β + +
=

β
. (12.4.23) 

.
������� ������������ ��������� ������� ��  ������������ 
	������� (12.4.22)�(12.4.23) ��� ��"���� ( ; )m y  ��������	���� ��-
����� ���������� 	������� 

 

( )

( )

2 2 2

2

2

( ) ( ) (1 )
,0,

4 ( )

(1 ) ( ) (1 )0 0
2 ( )

a y y s mdm m
ydt

dy a s y s m
dt y

� ′β β − +� δ =	=	 β	 	⇔ ⇔
 

− β + +	 	= =	 	� β�

 

 

2
2 2 2

2

4 ( )
(1 ) ( ) 0,

( )

( 1) ( )

(1 )

y
s m m y

a y

s y
m

s

� δβ+ + − β =	 ′β	⇔ ⇔

− β	 =

	 +�

 

 

( )( )22 2 2 2

2

2

( ) 2 ( ) 4 ( ) (1 ) ( )
,

(1 ) ( )

( 1) ( )
.

(1 )

y y y a s y
m

a s y

s y
m

s

� ′β − δβ ± δ β + + β	 =
	 ′+ β⇔ 

	 − β=	 +�

 

����� �������, ������� �� ��	���: 

 

( )( )22 2 2 2

2

2

( ) 2 ( ) 4 ( ) (1 ) ( )
,

(1 ) ( )

( 1) ( )

(1 )

y y y a s y
m

a s y

s y
m

s

� ′β − δβ + δ β + + β	 =
	 ′+ β

	 − β=	 +�

 (12.4.24) 

� 

 

( )( )22 2 2 2

2

2

( ) 2 ( ) 4 ( ) (1 ) ( )
,

(1 ) ( )

( 1) ( )
.

(1 )

y y y a s y
m

a s y

s y
m

s

� ′β − δβ − δ β + + β	 =
	 ′+ β

	 − β=	 +�

 (12.4.25) 

'������ (12.4.24) ����� �� ��"����: 

• ( )0;m y y= = � , ��� y�  � ��"���� 	������� 

 ( ) ( )W Ly yα = α	 	 : 
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�������	 ( ) 0yβ =� , 
���� ����� ����� 	������� ������� 

(12.4.24) 
�� y y= �  ����������  �	��); 

• ( );m m y y= =
 
 , ��� y

  � ��"���� 	������� 

 
( ) ( 1)

( )

y s

y as

′β δ −=
β

, (12.4.26) 

������� 
��	������ 
	��� 	
������� 	������� 

 
( )( )22 2 2 2

2 2

( ) 2 ( ) 4 ( ) (1 ) ( ) ( 1) ( )

(1 ) ( ) (1 )

y y y a s y s y

a s y s

′β − δβ + δ β + + β − β=
′+ β +

, 

� 

 
( )
2

( 1)
.

(1 )

s y
m

s

− β
=

+






 (12.4.27) 

,�����  ����� ���������, 
���������� �� ���. 12.4.2, 
������-
��, ��� ������������ ��������� ( )0;m y y= = �  ������� ��	��������, � 

������������ ��������� ( );m m y y= =
 
  � 	��������. 

*� ��� �����������, ��	���  	������	� ����������	� ����	 
( );m m y y= =
 
 , �
�������� ����������� 	����� �
����������� -������-

����, 
�����	 �� ��� ������� �
����������. 
 

 
�#	��	&	%	�E��
�����	��������

'������ (12.4.25) ����� ����������� ��"���� ( )0;m y y= = � , �� 

�� ��� �����������, ��	���  ��	 	������	� ����������	� ����	, ��-

�������� 
��������� (�. �. ���������� �������� 
������� �����������-
�� ���������������� ������ Microsoft  ���	������ 	������� 
���
����-

T

@UV@H�����

@TV@H�����

 

 

��

 

U�
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��� 
������������ ������ Windows �����	 Linux) ������������,  ���	 
���� ��� ���������� �� ���	� ���� �
����������. 

!�������� (12.4.27)  (12.4.19) � 
������� � 
�����	 
�� t → +∞ , 
�
�������� 

 
( )

lim ( )
1 2

W

t

y
p t

s
∗

→+∞

β α= <
+




6 (12.4.28) 

��� ��� ( ) Wyβ < α
 , s > 1. 

!������ � 
�����	  �������� ( )q t∗  (12.4.16) � 
���������� 

lim ( )
t

p t∗

→+∞
 �� (12.4.28) ���� 

 
1

lim ( )
1 2t

s
q t

s
∗

→+∞
= >

+
6 

��� ��� ( ) Wyβ < α
 , s > 1. 

-�������� 
������ 
�� ���� ���� 

 ( ) ( )
2

lim ( ) ( )
(1 ) 4

W

t

as y a
aq t p t

s
∗ ∗ ∗

→+∞

β απ = = <
+




. 

$��������� 
�������� ��������. � 

������	���%��
�����������	���%��
�����������	���%��
�����������	���%��
�������������#�����#�����#�����#���������

1. *������ �
��������� 	
�������  ������ 

 

2

0

0

( ) min,

( ) ( ), (0) , ( ) .

T

T

u t dt T

dx
u t c t x x x T x

dt

+ →

= − = =

�
 

2. *������ �
��������� 	
�������  ������ 

 

( )

( )
0

0

( ) 1 ( ) max,

( ) ( ), (0) ,

0 ( ) 1.

T

x t u t dt T

dx
u t u x t x x

dt
u t

− + →

= − =

�

	

� �

 

3. *������ ��"���� 
������"�� ������ �
���������� 	
������� 
�-
���������� 
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0

0

( )e max,

( ) ( ), (0) ,

0 ( ) ( ).

T
tc t dt

dw
w t c t w w

dt
c t w t

−δ →

= β − =

�

� �

 

2���� w(t) � �������� 
����������, c(t) � 
����������, δ  � ���-
�� ��������������, β  � ���  ������ 
������� ��������. 

4. *������ �
��������� 
����������  ������ #����� 

 

( )
0

0

( ) e max,

( ) ( ), (0) , ( ) 0,

0 ( ) ( )

T
tu c t dt

dw
w t c t w w w T

dt
c t w t

−δ →

= β − = =

�

� �

 

 ��	���, �����  	����� 
��������� u(c) ����� ��: �) u(c) = ln c; 
�) ( ) , 0 1.u c cα= < α <  
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